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Aktuelle Projekte des konstruktiven Ingenieurbaus, insbesondere des Stahl-
baus, zeichnen sich durch die Verwendung optimierter Strukturen aus, deren
Bauteile bzw. Bauteilkomponenten große Schlankheiten aufweisen ko¨nnen.
Dies hat zur Folge, dass sowohl die Stabilita¨tsgefa¨hrdung als auch die Kom-
plexita¨t der Stabilita¨tsprobleme zunehmen und ein erheblicher planerischer
Aufwand no¨tig ist, um eine Konstruktion gegenu¨ber Stabilita¨tsversagen ab-
zusichern. In der ta¨glichen Ingenieurpraxis gewinnen so die Stabilita¨tsnach-
weise immer mehr an Bedeutung und erfordern vom Ingenieur umfangrei-
che Kenntnisse der Stabilita¨tstheorie sowie relevanter Nachweisverfahren und
Analysemethoden.
Stabilita¨tsnachweise erfolgen gegenwa¨rtig in der Regel noch nach den ana-
lytischen, halb - empirischen Nachweiskonzepten der aktuellen Regelwerke,
z.B. [12, 38, 39, 40]. Die Nachweise sind dem Ingenieur vertraut, auf einzelne
Bauteilklassen abgestimmt und fu¨hren innerhalb der Gu¨ltigkeitsgrenzen zu
sicheren Bemessungen. Die Regelwerke ko¨nnen jedoch nur einen Teil aller
mo¨glichen Bemessungssituationen abdecken. Dies zeigt sich insbesondere bei
Platten und Schalen, wo aufgrund der Vielfa¨ltigkeit der Konstruktionen eine
umfassende Regelung nicht mo¨glich und auch nicht beabsichtigt ist.
Neben den traditionellen Stabilita¨tsnachweisen werden in zunehmendem Ma-
ße numerische Stabilita¨tsanalysen auf der Basis der Finite - Elemente - Me-
thode durchgefu¨hrt. Ein abgestimmtes Regelwerk zum Vorgehen bei solchen
Analysen existiert zur Zeit - mit Ausnahme eines ersten Entwurfes [13] -
nicht und ist auch in naher Zukunft kaum zu erwarten. Ob solch ein Regel-
werk u¨berhaupt beno¨tigt wird und ob eine normative Regelung numerischer
Analysen mo¨glich ist, wird aktuell diskutiert. Dennoch kann davon ausge-
gangen werden, dass auch ohne einen normativen Rahmen die numerischen
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Analysemo¨glichkeiten zuku¨nftig noch sta¨rker als bisher genutzt werden.
Fu¨r die gegenwa¨rtige Praxis im konstruktiven Stahlbau ist jedoch festzustel-
len, dass eine große Kluft zwischen der fortgeschrittenen Theorie und dem
Niveau der praktischen Anwendung numerischer Stabilita¨tsanalysen besteht.
Dies zeigt sich in einem sehr eingeschra¨nkten Gebrauch der vielfa¨ltigen nu-
merischen Analysemo¨glichkeiten, einer zum Teil relativ unreflektierten Vor-
gehensweise mit einer Tendenz zu immer komplexeren FE - Schalenmodellen
und einer stark vereinfachten Begriffswelt in Methodik und Theorie. Da bei
numerischen Stabilita¨tsanalysen eine Vielzahl von, mo¨glicherweise auch nu-
merisch bedingten, Erscheinungen auftreten ko¨nnen, sind diese Sachverhalte
hier als besonders problematisch anzusehen. Insgesamt ist festzustellen, dass
im Bereich der praktisch ta¨tigen Ingenieure der Wissensstand sowohl zu Fra-
gen der Stabilita¨tstheorie als auch zur numerischen Umsetzung nicht immer
den komplizierten Problemstellungen angemessen ist.
Als Beispiel fu¨r dieses offensichtliche Missverha¨ltnis sei hier das u¨bliche Vor-
gehen bei der numerischen Analyse imperfekter komplexer Strukturen ge-
nannt. Fu¨r eine abgesicherte Tragfa¨higkeitsaussage werden dabei aufwa¨ndige
Sensitivita¨tsanalysen mit verschiedenen Imperfektionsformen, -amplituden
und -richtungen durchgefu¨hrt. Fu¨r die Bestimmung der Gleichgewichtspfade
imperfekter Strukturen werden in der Regel rechenzeitintensive Pfadverfol-
gungsalgorithmen verwendet, Approximationsmethoden sind kaum bekannt.
Die Auswahl maßgeblicher Imperfektionsparameter erfolgt nicht nach sta-
bilita¨tstheoretischen Kriterien, sondern aufgrund von Erfahrung, Parame-
terstudien und evtl. Vorgaben aus Regelwerken. Außerdem ko¨nnen im Zu-
ge der numerischen Analyse imperfekter Strukturen beispielsweise plo¨tzliche
Pfadwechsel auftreten, die festzustellen und aus numerischer sowie stabi-
lita¨tstheoretischer Sicht zu beurteilen sind.
Die Besonderheit von numerischen Stabilita¨tsuntersuchungen besteht darin,
dass es - aufgrund einer starken Problemabha¨ngigkeit - kaum mo¨glich ist,
”
black box“ - Anwendungen zu realisieren. Programmtechnisch aufbereitete
Schritte in allgemeinen, kommerziellen FE - Programmen oder wissenschaft-
liche Spezialprogramme zur numerischen Stabilita¨tsanalyse stehen nicht all-
gemein zur Verfu¨gung. Trotzdem sollten wenigstens einige der erweiterten
Analysemo¨glichkeiten genutzt werden, um sichere Tragfa¨higkeitsaussagen fu¨r
stabilita¨tsgefa¨hrdete Konstruktionen bzw. Bauteile zu erhalten. Damit steht
der Ingenieur vor der Aufgabe, bereits vorhandene FE - Programme um Be-
rechnungsalgorithmen fu¨r Stabilita¨tsuntersuchungen zu erweitern.
Hierbei zeigt sich, dass dafu¨r die theoretischen Grundlagen nur in unzurei-
chendem Maße in einer Form zur Verfu¨gung stehen, die eine programmtech-
nische Umsetzung ermo¨glichen. Eine kaum u¨berschaubare Materialfu¨lle, un-
terschiedlichste Formulierungen ein und desselben mathematischen Sachver-
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haltes und wenig anschauliche Darstellungen erschweren die programmtech-
nische Aufbereitung der Verfahren. Grundwissen wird entweder in streng ma-
thematischen Formelapparaten oder extrem verku¨rzt, zum Teil auch unkor-
rekt und widerspru¨chlich wiedergegeben. Details zur numerischen Umsetzung
sind kaum zu finden, u¨ber auftretende numerische Probleme wird im Allge-
meinen kaum berichtet. Ha¨ufig wird der Eindruck erweckt, dass eine Einbin-
dung von erweiterten Verfahren in eine numerische Stabilita¨tsuntersuchung
unproblematisch sei und a¨hnlich standardisiert wie fu¨r andere numerische
Verfahren erfolgen kann.
Daneben sind in der Literatur kaum nicht akademische Anwendungsbeispiele
dokumentiert, in denen die Mo¨glichkeiten numerischer Stabilita¨tsanalysen
auch aus praktischer Sicht bewertet werden. Schließlich sind kaum konkrete
Beispiele fu¨r Berechnungsabla¨ufe zu finden, die den in der Praxis ta¨tigen
Ingenieur bei der eigenen programmtechnischen Umsetzung unterstu¨tzen.
1.2 Zielstellung und Vorgehensweise
Den Ausgangspunkt fu¨r diese Arbeit bildeten numerische Analysen zum Sta-
bilita¨tsverhalten du¨nnwandiger Bauteile aus Stahl. Es wurden lineare Stabi-
lita¨tsanalysen fu¨r die perfekten und Sensitivita¨tsuntersuchungen fu¨r imper-
fekte Strukturen durchgefu¨hrt. Dabei kam es jedoch teilweise zu plo¨tzlichen
Pfadwechseln, Fehleinscha¨tzungen kritischer Lastniveaus und starken Kon-
vergenzproblemen wa¨hrend der nichtlinearen Rechnung. Fu¨r eine zufrieden-
stellende Interpretation dieser Erscheinungen reichten die verfu¨gbaren Ana-
lysemo¨glichkeiten und die Kenntnisse zu numerischen und stabilita¨tstheore-
tischen Sachverhalten nicht aus. Die auftretenden, als
”
gekoppelte Instabi-
lita¨ten“ bezeichneten Stabilita¨tsprobleme stellen ein aktuelles Forschungsge-
biet dar. Die Theorie hierzu ist u¨beraus komplex und schließt eine numerische
Stabilita¨tsanalyse mit vertretbarem Aufwand in der Praxis gegenwa¨rtig aus.
Es zeigte sich aber, dass zusa¨tzliche Analysemo¨glichkeiten existieren, die
in vereinfachter Form auch fu¨r nicht gekoppelte Instabilita¨ten eingesetzt
werden ko¨nnen und die Qualita¨t numerischer Stabilita¨tsanalysen wesentlich
erho¨hen. Da die zusa¨tzlichen Methoden in der Ingenieurpraxis weitgehend
unbekannt sind, erscheint es aus praktischer Sicht unumga¨nglich, die vorhan-
dene und weiter wachsende Diskrepanz zwischen den umfangreichen theo-
retischen Mo¨glichkeiten und der gegenwa¨rtigen Praxis abzubauen. Hiermit
ist das Ziel dieser Arbeit umrissen. Insbesondere soll eine Basis geschaffen
werden, die es dem praktisch ta¨tigen Ingenieur ermo¨glicht, den eigenen Me-
thodenvorrat zu erweitern. Durch die Anwendung der zusa¨tzlichen Analyse-
methoden innerhalb einer numerischen Stabilita¨tsanalyse stehen ihm weitere
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wichtige Informationen zur Verfu¨gung, die eine sichere Einscha¨tzung des Ver-
haltens einer schlanken, stabilita¨tsgefa¨hrdeten Struktur zulassen.
Fu¨r eine praktische Herangehensweise fehlen konsistente Grundlagen. Des-
halb werden die Grundzu¨ge einer
”
modernen“ Stabilita¨tstheorie und die we-
sentlichen Methoden fu¨r numerische Stabilita¨tsanalysen einheitlich und in
einer nachvollziehbaren Weise systematisch aufbereitet. Dies geschieht nicht
vorrangig mathematisch - theoretisch, sondern immer aus der Sicht einer
praktischen Anwendung. Sowohl fu¨r die Behandlung grundlegender Aspek-
te der Elastostabilita¨t als auch der erweiterten Analysemethoden wird des-
halb durchga¨ngig eine diskrete Formulierung des Potentials gewa¨hlt. Dies
ermo¨glicht, zusammen mit der verwendeten Schreibweise der Vektor- und
Matrizenalgebra, einen direkten Zusammenhang mit bekannten Gro¨ßen der
Finite - Elemente - Methode herzustellen. Daru¨ber hinaus wird dadurch eine
konkrete programmtechnische Umsetzung der Algorithmen unterstu¨tzt.
Im Mittelpunkt einer U¨bersicht zu den erweiterten Analysemethoden steht
die Nachbeulanalyse im kritischen Punkt. Dabei werden sowohl die Koiter-
sche Nachbeulanalyse als auch eine verallgemeinerte Form der Nachbeulana-
lyse mit dem Ziel dargestellt, Gemeinsamkeiten und Unterschiede der beiden
Herangehensweisen deutlich zu machen. Daneben werden die Approximation
sekunda¨rer Pfade, die Na¨herung fu¨r Gleichgewichtspfade imperfekter Struk-
turen und Pfadwechselprozeduren behandelt.
Einen weiteren Schwerpunkt bilden die Darstellungen zur programmtechni-
schen Umsetzung der Methoden innerhalb eines Finite - Elemente - Pro-
gramms. Dafu¨r werden wichtige Punkte wie die Behandlung singula¨rer Glei-
chungssysteme, die Ermittlung von Lo¨sungen fu¨r die Tangenten an die Gleich-
gewichtspfade, Pfadverfolgungs- und Pfadwechselstrategien oder numerische
Differentiationsverfahren angesprochen. Die beschriebenen Vorgehensweisen
ko¨nnen anhand von Beispielimplementierungen leicht nachvollzogen werden.
Innerhalb der Arbeit wurden fu¨r mehrere Strukturen umfangreiche numeri-
sche Stabilita¨tsanalysen unter Verwendung der beschriebenen Methoden und
Rechenabla¨ufe durchgefu¨hrt, deren Ergebnisse ausfu¨hrlich dokumentiert und
diskutiert werden. Ausgehend vom einfachen ebenen Rahmensystem wurde
mit der kreisfo¨rmigen Platte ein mehr akademisches Beispiel ausgewa¨hlt, das
neben einer numerischen auch eine sehr anschauliche analytische Vorgehens-
weise zula¨ßt. Als Beispiele fu¨r mehr praxisorientierte Anwendungen werden
numerische Stabilita¨tsuntersuchungen zum Platten- und Schalenbeulen be-
handelt, wobei die praktische Sicht auf die Mo¨glichkeiten und Grenzen der
verwendeten Methoden und nicht das Aufdecken bisher unbekannter mecha-
nischer Sachverhalte im Vordergrund steht.
Die Arbeit beschra¨nkt sich auf statische Analysen elastischer stabilita¨tsge-
fa¨hrdeter Strukturen. Ziel der Untersuchungen war nicht, das Strukturverhal-
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ten bis zum endgu¨ltigen Tragfa¨higkeitsverlust zu verfolgen. Dazu wa¨ren eine
Einbeziehung dynamischer Gro¨ßen sowie des elasto - plastischen Werkstoff-
verhaltens no¨tig. Fu¨r eine praktische Einscha¨tzung des Stabilita¨tsverhaltens
ist in der Regel die Kenntnis des Kollapszustandes uninteressant. Beispiels-
weise besteht ein direkter Zusammenhang zwischen der Imperfektionssensi-
tivita¨t einer Struktur und dem anfa¨nglichen Verlauf des sekunda¨ren Pfades,
der allein durch eine elastische Betrachtung ermittelt werden kann.
Fu¨r die numerischen Analysen wurde das Software Paket SLang [6] genutzt.
Dieses Finite - Elemente - Programm erlaubt durch seine Meta - Sprache
eine freie Zusammenstellung von Kommandoabfolgen. Damit kann jeder ge-
wu¨nschte Berechnungsablauf allein mit den vorhandenen Kommandos reali-
siert werden. Das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix, ihre Faktorisierung, das
Lo¨sen eines Eigenwertproblems usw. sind einzelne Kommandos, die zu einem
Berechnungsablauf kombiniert werden, der dann Schritt - fu¨r - Schritt ab-
gearbeitet wird. Eine ausfu¨hrliche Beschreibung des Programms findet sich
in [2]. An jeder Stelle des Rechenablaufes kann die Ausfu¨hrung angehalten
werden, um Objekte ein- und auszulesen und zusa¨tzliche Rechenoperatio-
nen durchzufu¨hren. Dies erlaubt, im Gegensatz zu anderen kommerziellen
Programmen, eine hohe Flexibilita¨t in der Gestaltung von Rechenabla¨u-
fen. Fu¨r die notwendigen Rechenoperationen mit Matrizen und Vektoren
konnte ausschließlich auf die vorhandenen Kommandos zur linearen Algebra
zuru¨ckgegriffen werden. In der Arbeit angegebene Beispielimplementierun-
gen zeigen die Umsetzung im FE - Programm SLang . Die leicht nachvollzieh-
baren Kommandoabfolgen ermo¨glichen jedoch prinzipiell eine U¨bertragung





Elastostabilita¨t - U¨bersicht und
Begriffskla¨rung
2.1 Einleitung
Im Mittelpunkt der Elastostabilita¨tstheorie steht die Untersuchung kritischer
Gleichgewichtszusta¨nde. Mit Begriffen wie Knicken, Beulen usw. wird tradi-
tionell allein der Augenblick, innerhalb einer
”
modernen“ Stabilita¨tstheorie
der gesamte Vorgang des Stabilita¨tsverlustes beschrieben. Hierin kommt eine
Erweiterung der Begriffswelt zum Ausdruck, die im Rahmen numerischer Sta-
bilita¨tsanalysen notwendig ist, sich jedoch im gegenwa¨rtigen konstruktiven
Ingenieurbau kaum widerspiegelt.
Dies wird deutlich in der vorrangigen Ausrichtung auf Knicklasten und Beul-
spannungen, auf die so genannten
”
Euler - Fa¨lle“ fu¨r Einzelsta¨be, Knick-
la¨ngenbeiwerte fu¨r Rahmensysteme usw.. Damit verbunden ist ha¨ufig die
Vorstellung von einem plo¨tzlichen Stabilita¨tsverlust mit angeblich unend-
lichen Knick- oder Beulverfomungen. Die Existenz eines - praktisch rele-
vanten - Nachbeulbereiches mit endlichen Verformungen wird dagegen nicht
ausreichend beachtet. Insgesamt sind die Anschauungen zur Stabilita¨t noch
weitgehend von den klassischen linearisierten Theorien gepra¨gt. Das analy-
tische Vorgehen in den zugrundeliegenden, praxisnahen Standardwerken wie
[8] oder [42] war immer auf praktisch verwertbare Berechnungsformeln aus-
gerichtet, wodurch zum Teil grundlegende, durchaus umfassend vorhandene,
theoretische Aussagen in den Hintergrund traten.
Fu¨r einen erweiterten Stabilita¨tsbegriff steht symbolisch Abb. 2.1, wo ver-
schiedene Verzweigungsprobleme dargestellt sind: eine asymmetrische (a), ei-






























Abbildung 2.1: Verschiedene Verzweigungsprobleme und dazugeho¨rige se-
kunda¨re Pfade
Die sekunda¨ren, hier von einem Pfadparameter s abha¨ngigen Gleichgewichts-
pfade verlaufen im Nachbeulbereich und lassen sich durch Nachbeulanalysen
bestimmen. Zwischen den sekunda¨ren Pfaden und der Imperfektionssensiti-
vita¨t einer Struktur besteht ein direkter Zusammenhang mit einer großen
praktischen Bedeutung.
Um die Notwendigkeit einer Begriffskla¨rung zu veranschaulichen, wird hier
kurz eine praktische Problemstellung aufgegriffen:
Fu¨r die Stabilita¨tsuntersuchung eines Zweigelenkrahmens nach Abb. 2.2 wird,
um herko¨mmliche Berechnungsformeln anwenden zu ko¨nnen, die urspru¨ng-
liche Laststellung - z.B. Fa¨lle B bzw. C - im Allgemeinen dahingehend
gea¨ndert, dass die Riegellast auf die Rahmenstiele verteilt wird (Fall A).
Ob jedoch - in Hinsicht auf das Stabilita¨tsverhalten - die
”
a priori“ - Bie-
gung tatsa¨chlich vernachla¨ssigt werden darf, erscheint fraglich. Zur Kla¨rung
dieses Sachverhaltes bieten sich numerische Stabilita¨tsuntersuchungen an.
Der Stahlrahmen nach Abb. 2.2 wird in der Rahmenebene beansprucht und
weist bekanntermaßen bei alleiniger Stielbelastung (FallA) ein globales Rah-
menknicken in der Beanspruchungsebene mit einer antimetrischen Knickfigur
auf. Im Allgemeinen wird davon ausgegangen, dass die antimetrische Knick-
figur auch in den Fa¨llen B und C auftritt. Damit wu¨rde es sich dann um ein
so genanntes Antimetrie - Symmetrie - Knickproblem handeln: eine Gleichge-
wichtsverzweigung mit antimetrischer Knickfigur aus einem symmetrischen
Biegezustand.
Analytische Untersuchungen fu¨r diese, als Verzweigung von Spannungspro-
blemen II. Ordnung bezeichnete, spezielle Problemgruppe existieren im We-
sentlichen nur fu¨r ausgewa¨hlte einfache Stabprobleme. Aus Stabbetrachtun-
gen abgleitete Kriterien fu¨r das Auftreten solcher Verzweigungsprobleme wie
z.B. nach [27] stellten sich, insbesondere fu¨r komplexere Tragsysteme wie
Rahmen, als nicht hinreichend heraus [42].
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Abbildung 2.2: Rahmen mit verschiedenen Belastungsvarianten, kritische






nl aus linearen bzw. nichtli-
nearen Stabilita¨tsanalysen
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Fu¨r die numerische Analyse mit dem FE - Programm SLang wurde ein Modell
mit Balkenelementen vom Typ III erzeugt. Im ersten Schritt wurden die kri-
tischen Lastniveaus ermittelt. Dies geschah sowohl anhand linearer als auch
nichtlinearer Stabilita¨tsanalysen. Die berechneten kritischen Lastfaktoren λcl
bzw. λcnl fu¨r eine Ausgangsbelastung von jeweils 1 kN Gesamtvertikallast so-
wie die zugeho¨rigen Knickfiguren Φcl bzw. Φ
c
nl ko¨nnen Abb. 2.2 entnommen
werden. Im Einzelnen ergibt sich folgendes Bild:
Fall A: Sowohl die kritische Lastho¨he als auch die Knickfigur entsprechen
den Erwartungen (analytisch mit Rahmenformeln: Nki ≈ 4731.30 kN).
Die Ergebnisse der linearen und nichtlinearen Stabilita¨tsanalyse weisen
nur geringfu¨gige Unterschiede auf.
Fall B: Hier ist ein starker Abfall der kritischen Last λcl gegenu¨ber Fall A
und ein Wechsel zu einer symmetrischen Knickfigur Φcl zu verzeich-
nen. Die erreichte Lastho¨he λcnl liegt dagegen etwas unterhalb λ
c
nl des
biegungsfreien Lastfalles, Φcnl ist ebenfalls antimetrisch.
Fall C: Bezu¨glich der erreichten Lastho¨hen besta¨tigt sich die Tendenz aus
Fall B - λcl betra¨gt hier nur noch etwa 1/6 des biegungsfreien Lastfalles.
Fu¨r Φcnl ist jedoch ein Umschlag in eine symmetrische Knickfigur zu
beobachten.
Eine lineare Stabilita¨tsanalyse mit den Lastfa¨llen B bzw. C wu¨rde dem-
nach dazu fu¨hren, dass die kritischen Lastniveaus stark unterscha¨tzt und da-
mit als Eingangswerte fu¨r traditionelle Stabilita¨tsnachweise untauglich sind.
Außerdem wu¨rde es zum Teil auch zu Fehleinscha¨tzungen hinsichtlich der
maßgeblichen Knickform kommen, was Auswirkungen auf evtl. Imperfekti-
onsuntersuchungen ha¨tte (1. Eigenform = maßgebende Imperfektionsform?).
Vergleichsrechnungen mit dem FE - Programm ANSYS [1] besta¨tigten die
Ergebnisse fu¨r Fall A, fu¨r die Fa¨lle B und C ergaben sich λcl = 4603.00 bzw.
λcl = 4555.00. In allen Fa¨llen wurden asymmetrische Knickfiguren ermittelt.
Diese Unterschiede zeigen eindrucksvoll die Problematik linearer Stabilita¨ts-
analysen und der darin getroffenen Annahmen zu den Steifigkeitsa¨nderun-
gen bis zum approximierten kritischen Punkt. An dieser Stelle sei lediglich
erwa¨hnt, dass insbesondere bei Biegeproblemen wie in den Fa¨llen B bzw.
C so genannte Anfangsspannungs- und Anfangsverschiebungseffekte einen
maßgeblichen Einfluß besitzen. Aus praktischer Sicht ist demnach von großer
Bedeutung, welche Form einer linearen Stabilita¨tsanalyse verwendet wird.
Weitergehende U¨berlegungen dazu finden sich in Abschn. 4.2. Dort werden
auch weitere praktische Fragestellungen, insbesondere das Verhalten der vor-
liegenden Rahmensysteme gegenu¨ber geometrischen Imperfektionen, behan-
delt.
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2.2 Zur geschichtlichen Entwicklung der Sta-
bilita¨tstheorie
Mit der umfassenden Darstellung der geschichtlichen Entwicklung der Stabi-
lita¨tstheorie befaßt sich eine Vielzahl von Vero¨ffentlichungen. An dieser Stelle
kann nur auf einige herausragende Stationen dieser Entwicklung eingegangen
werden. Als Grundlage dient [61], wo ein ausfu¨hrlicher geschichtlicher Abriß
zu finden ist.
Die Anfa¨nge der klassischen Stabilita¨tstheorie gehen auf Euler (1774) zuru¨ck,
der unter anderem das Ausknicken von druckbeanspruchten Sta¨ben unter-
suchte. Die Bezeichung
”
klassisch“ bedeutet in diesem Zusammenhang eine
analytische Vorgehensweise und die Konzentration auf die Bestimmung von
Verzweigungslasten. Die Weiterentwicklung der Stabilita¨tstheorie seit Euler
verlief sehr vielschichtig und in verschiedene Richtungen. Ein wesentlicher
Impuls zur weiteren Erforschung von Stabilita¨tserscheinungen ergab sich dar-
aus, dass sich die klassischen analytischen Stabilita¨tstheorien fu¨r Zylinder-
und Kugelschalen, die zu Beginn des 20. Jahrhunderts entwickelt wurden,
als unzureichend fu¨r die Voraussage von realen Versagenslasten erwiesen. Die
Stabilita¨tstheorie wurde um Untersuchungen des Nachbeulbereiches und der
Imperfektionsanfa¨lligkeit erweitert. Als Meilenstein auf diesem Gebiet ist die
Entwicklung einer Anfangsnachbeultheorie durch Koiter [28] zu nennen, auf
die im Verlauf dieser Arbeit noch na¨her eingegangen wird. Die Koitersche
Nachbeulanalyse wurde spa¨ter weiterentwickelt, z.B. [7, 58]. Gemeinsames
Merkmal dieser Methoden ist, dass sie auf energetischen Konzepten beruhen
und fu¨r die Untersuchung kontinuierlicher Strukturen entwickelt wurden.
Die Computertechnologie ermo¨glichte ab den siebziger Jahren des 20. Jh. eine
alternative, numerische Behandlung von Stabilita¨tsproblemen auf Basis der
Methode der Finiten Elemente. Hierzu wurden - und werden teilweise auch
heute noch - leistungsfa¨hige Finite Elemente und eine Vielzahl von numeri-
schen Verfahren und Algorithmen entwickelt. Zu nennen sind hier insbesonde-
re Verfahren zur Pfadverfolgung bei nichtlinearen Problemen und Pfadwech-
selprozeduren [11, 50]. Die numerischen Verfahren wurden vielfach modifiziert
und erweitert, z.B. durch die direkte Berechnung von Stabilita¨tspunkten mit
erweiterten Systemen, Bisektionstechniken zur genauen Bestimmung kriti-
scher Zusta¨nde oder Algorithmen zur effektiven Gleichungslo¨sung. Daneben
erfolgte eine U¨bertragung der Koiterschen Nachbeulanalyse in das Finite -
Elemente - Konzept der diskreten Strukturen, so dass sie als zusa¨tzliche Ana-
lysemethode fu¨r numerische Stabilita¨tsuntersuchungen zur Verfu¨gung steht.
Gegenwa¨rtige Entwicklungen auf theoretischem Gebiet konzentrieren sich im
Wesentlichen auf die Verfeinerung und Weiterentwicklung numerischer Tech-
niken fu¨r spezielle Fa¨lle wie beispielsweise fu¨r das Problem von Mehrfachver-
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zweigungen. Da bei Mehrfachverzweigungen eine Vielzahl von Last - Verfor-
mungspfaden auftreten ko¨nnen, stellt die zutreffende Wichtung der an den
Beulverformungen beteiligten Singula¨rverktoren ein sehr komplexes Problem
dar, mit dem sich z.B. in [30, 44] bescha¨ftigt wird.
Daneben existieren einige Ansa¨tze zur Erweiterung der numerischen Stabi-
lita¨tsanalyse, beispielsweise durch Beru¨cksichtigung von Optimierungskrite-
rien [49] oder stochastischen Einflu¨ssen [55]. In [49] wird versucht, die Imper-
fektionsempfindlichkeit direkt in den Optimierungsvorgang einzubeziehen.
Dabei wird davon ausgegangen, dass ein auf die maximale Beullast hin opti-
miertes Tragwerk eine gro¨ßere Imperfektionssensitivita¨t aufweisen und damit
praktisch unsicherer sein kann als ein nicht so optimales Tragwerk. Die Ar-
beit von [55] hat zum Ziel, ein allgemein gu¨ltiges Verfahren zu entwickeln, mit
dem gefa¨hrliche Imperfektionsmuster herausgefiltert werden ko¨nnen. Dafu¨r
wird der stochastische Charakter von Imperfektionen beru¨cksichtigt. In Kom-
bination mit der Koiterschen Nachbeulanalyse sollen sich dann stochastisch
gewichtete Aussagen zu gefa¨hrlichen Imperfektionsformen ergeben.
Zu den aufgefu¨hrten Tendenzen in der gegenwa¨rtigen Entwicklung ist je-
doch kritisch anzumerken, dass die Umsetzung in praktisch verfu¨gbare An-
wendungen noch aussteht. Die Gru¨nde dafu¨r sind vor allem in einer einge-
schra¨nkten Gu¨ltigkeit der vorgeschlagenen Methoden, dem fehlenden Nach-
weis ihrer Tauglichkeit auch fu¨r praktisch relevante Strukturen und in den
notwendigen erheblichen Rechenzeiten und -kapazita¨ten zu sehen.
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2.3 Begriffskla¨rung
Die Beschreibung des Tragverhaltens stabilita¨tsgefa¨hrdeter Strukturen er-
fordert eine eindeutige und exakte Sprachregelung. Im Folgenden werden
deshalb einige wesentliche Begriffe wie Gleichgewicht, Pfade oder Ver-
zweigung eingefu¨hrt. Dabei wird von bekannten theoretischen Grundlagen
ausgegangen, die hier in einer speziellen Formulierung dargestellt werden.
Besonders geeignet fu¨r Stabilita¨tsuntersuchungen im Zusammenhang mit der
Finiten - Elemente - Methode (FEM) sind Energieformulierungen. Angeregt
durch [23] wird hier eine diskrete Potentialformulierung verwendet, die auch
analytisch ausgewertet werden kann.
Das Energiefunktional fu¨r eine elastische Struktur lautet:
Π(q, λ) = Ψ(q) + P (q,F , λ) (2.1)
Hierin soll Ψ die innere Verzerrungsenergie als Funktion von generalisierten
Koordinaten q bezeichnen. P stellt das a¨ußere Potential, F einen konstanten
Lastvektor und λ einen skalaren Laststeigerungsfaktor dar. Diese spezielle
diskrete Potentialformulierung entspricht der grundlegenden Beziehung in
der FEM, wo die generalisierten Koordinaten qi die Knotenverschiebungen
bzw. -rotationen im Vektor der Knotenverformungen q sind. Im allgemeinen
Fall kann der Potentialausdruck Gl.(2.1) nichtlinear sowohl in q als auch in
λ sein.
Der Potentialausdruck, geordnet nach den auftretenden Potenzen von qi, lau-
tet in Indexschreibweise:









Aijklqiqjqkql + . . . . (2.2)
i, j, k, l = 1 . . . n
Fu¨r i, j, k, l sind die generalisierten Koordinaten einzusetzen. Deren maxi-
male Anzahl n wird in der FEM mit der Anzahl der globalen Freiheitsgrade
der diskreten Struktur belegt. Die Koeffizienten A sollen, wie fu¨r die FEM
typisch, symmetrisch sein, d.h.:
Aij = Aji
Aijk = Aikj = Akji = Ajik = Ajki = Akji
. . .
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Außerdem lassen sie sich in einen konstanten und einen von λ abha¨ngigen
Teil aufspalten, z.B.:
A11 = A¯11 + A˘11(λ). (2.3)
Fu¨r Stabilita¨tsanalysen mu¨ssen in Gl.(2.2) mindestens Gro¨ßen 4. Ordnung
enthalten sein. Somit genu¨gt folgender Ausdruck:










Eine Struktur befindet sich dann im Gleichgewicht, wenn gilt:




Angewendet auf Gl.(2.4) ergibt sich:
G =















 = 0. (2.6)
Lo¨sungen dieses nichtlinearen Gleichungssystems stellen die Last - Verfor-
mungspfade bzw. Gleichgewichtspfade einer Struktur dar.
Entlang dieser Pfade ko¨nnen Stabilita¨tsprobleme als Verzweigungs- oder






















Abbildung 2.4: Gleichgewichtspfad eines 1 Freiheitsgrad - Systems, Durch-
schlagsproblem
Bei einem Verzweigungsproblem existieren neben dem prima¨ren(qp) ein
sekunda¨rer(qs), bei Mehrfachverzweigungen evtl. auch mehrere sekunda¨re
Pfade. Eine systematische Klassifizierung der einzelnen Stabilita¨tsprobleme
ist mo¨glich und wird spa¨ter im Rahmen der erweiterten Methoden behandelt.
Gleichgewichtspfade werden im Allgemeinen in Parameterdarstellung ange-
geben:
q(s) λ(s). (2.7)
Der Pfadparameter s ist im Prinzip beliebig, jedoch so zu wa¨hlen, dass das
mechanische Verhalten zutreffend abgebildet werden kann. Dazu werden z.B.
die Bogenla¨nge, ein ausgewa¨hlter Freiheitsgrad oder λ verwendet.
Nur in Ausnahmefa¨llen, z.B. bei Systemen, deren Strukturverhalten nur
durch wenige Freiheitsgrade (=generalisierte Koordinaten) bestimmt wird,
kann Gl.(2.6) aufgelo¨st werden. In der FEM werden inkrementell - iterative
Lo¨sungstechniken, wie die bekannten Newton - Verfahren, verwendet. Die-
se lassen sich nicht nur innerhalb einer geometrisch nichtlinearen Analyse
zur Bestimmung von qp, sondern auch, wie spa¨ter noch gezeigt wird, von qs
einsetzen.
Bis hierher ko¨nnen noch keine Aussagen zur Instabilita¨t oder Stabilita¨t der
Gleichgewichtszusta¨nde entlang der Pfade getroffen werden. Insbesondere
sind die Gleichgewichtszusta¨nde herauszufinden, die kritische Stabilita¨tszu-
sta¨nde darstellen.
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2.4 Stabilita¨t von Gleichgewichtszusta¨nden
Die Stabilita¨t bzw. Instabilita¨t eines Gleichgewichtszustandes kann anhand
der Energiebilanz bei kleinen A¨nderungen in den Verformungen festgestellt
werden. Dieses Vorgehen korrespondiert mit der ingenieurma¨ßigen Stabi-
lita¨tsdefinition, wonach eine stabile Struktur auf die Ru¨cknahme einer Sto¨-
rung des Gleichgewichts von außen mit der Ru¨ckkehr zum urspru¨nglichen
Gleichgewichtspunkt, eine instabile Struktur dagegen mit der Einnahme eines
neuen Gleichgewichtspunktes mit einem vera¨nderten Verformungszustand
reagiert. Stabilita¨t ist mit einem lokalen Energieminimum, Instabilita¨t mit
einem lokalen Energiemaximum verbunden. Da die Analyse von Potentialdif-
ferenzen in einer numerischen Stabilita¨tsanalyse von großer Bedeutung ist,
werden hierzu im Folgenden einige grundsa¨tzliche U¨berlegungen angestellt.
2.4.1 Analyse von Potentialdifferenzen
Im Gleichgewichtszustand
”
e“ (qe, λe) wird das Potential Πe bei kleinen Ver-
formungsa¨nderungen u bei festem λ untersucht, wobei beliebige Richtungen
fu¨r u mo¨glich sind:
Π(qe + u, λe)− Πe = Π(u) = ∆Π. (2.8)
Es gilt:
∆Π(u) > 0 −→ stabiles Gleichgewicht
∆Π(u) < 0 −→ instabiles Gleichgewicht.
∆Π ist fu¨r sa¨mtliche u zu untersuchen. Was bei einem 2 - Freiheitsgrad -
System evtl. noch mo¨glich ist, erfordert innerhalb der FEM besondere Stra-
tegien fu¨r die Suche nach dem maßgeblichen u.
Abb. 2.5 zeigt ein einfaches Stabsystem, dessen Verformungsverhalten allein
durch die zwei Gro¨ßen qT = (α β) beschrieben werden kann und dadurch
eine anschauliche Darstellung ermo¨glicht. In Anhang B sind ausfu¨hrlich der
analytische Potentialausdruck, die Pfadfunktionen usw. zu finden.
An drei chrakteristischen Gleichgewichtspunkten des Prima¨rpfades wurde qe
durch uT = (∆α ∆β) vera¨ndert. In Abb. 2.6 und 2.7 sind die Auswirkun-















Abbildung 2.5: 2 - DOF - System aus [43]
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Abbildung 2.6: Potentialauswertung fu¨r ausgewa¨hlte Gleichgewichtspunkte,
s = 0.262(= α = β) (links) bzw. s = 0.524 (rechts)
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Abbildung 2.8: Potentialverla¨ufe fu¨r ausgewa¨hlte Lastniveaus, Gleichge-
wichtspunkte 1: qT = (0.457 0.457), 2: qT = (0.507 0.410), 3: qT =
(0.527 0.527), 4: qT = (0.428 0.641)
Aus den Abb. 2.6 und 2.7 wird deutlich:
1. Bei s = 0.262 handelt es sich um einen stabilen Gleichgewichtszustand,
da jede beliebige A¨nderung u zu einem Anstieg des Potentials in der
Umgebung des Gleichgewichtspunktes fu¨hrt.
2. Bei s = 0.524 liegt dagegen instabiles Gleichgewicht vor, da bestimmte
Richtungen fu¨r u zu einem Abfall des Potentials fu¨hren.
3. Der Gleichgewichtszustand bei s = 0.484 ist ebenfalls instabil. Es exi-
stiert jedoch nur ein spezielles u, das einen Potentialabfall erzeugt. Es
handelt sich hier um einen kritischen Punkt.
In der Ingenieurpraxis wu¨rde man bei 3. von einem indifferenten Gleichge-
wichtszustand sprechen. Dies ergibt sich jedoch nur bei der Verwendung einer
linearisierten Theorie. Tatsa¨chlich handelt es sich auch bei einem kritischen
Stabilita¨tspunkt um einen stabilen oder instabilen Gleichgewichtszustand.
Zusa¨tzlich sind in Abb. 2.8 die Potentialverla¨ufe fu¨r zwei unterschiedliche
Lastniveaus bei festem β und variablem α dargestellt. Aufgrund des vor-
liegenden Verzweigungsproblems schneiden die aufgezeichneten Verla¨ufe den
prima¨ren Pfad in den Punkten 1 und 3, den sekunda¨ren Pfad in 2 und 4.
Die Abb. 2.8 legt nahe, dass es sich bei 1 und 4 um stabile, bei 2 und 3
um instabile Gleichgewichtszusta¨nde handelt. Dies trifft tatsa¨chlich zu, ein-
schra¨nkend ist jedoch zu beachten, dass hier nur der Potentialverlauf entlang
einer bestimmten Richtung fu¨r u dargestellt wird. Zur Absicherung mu¨ßten
alle Richtungen fu¨r u untersucht werden.
Die beschriebene direkte Auswertung von ∆Π ist zwar sehr anschaulich, je-
doch nur fu¨r Systeme mit wenigen Freiheitsgraden realisierbar. Eine systema-
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tische, von der Anzahl der qi unabha¨ngige Stabilita¨tsanalyse, erfordert eine
Modifizierung der Vorgehensweise.













Hierin sind ..,i bzw. ..,q usw. die Ableitungen nach den generalisierten Koordi-












G sind die Gleichgewichtsbedingungen nach Gl.(2.6), K allgemein eine Ko-
effizientenmatrix, in der FEM die tangentielle Steifigkeitsmatrix. Fu¨r
Gl.(2.10) wird imWeiteren die folgende verku¨rzte, in [28] eingefu¨hrte Schreib-
weise verwendet:
∆Π(u) = Π1(u) + Π2(u) + Π3(u) + Π4(u). (2.11)
Dabei werden die von u linear abha¨ngigen Terme durch Π1, die quadratisch
abha¨ngigen durch Π2 usw. zusammengefaßt.
Im betrachteten Gleichgewichtspunkt gilt:
G = 0→ Π1(u) = 0. (2.12)
Die Stabilita¨t oder Instabilita¨t eines Gleichgewichtszustandes ha¨ngt von den
Termen Π2(u), Π3(u) usw. ab. Hierfu¨r ist der Potentialausdruck Gl.(2.4)
entsprechend nach q abzuleiten. Fu¨r Π2(u) ist die MatrixK zu ermitteln, die
in verschiedene Anteile aufgespalten werden kann. Es ergibt sich schließlich:




Hierin ist K0 der konstante, K1 der linear und K2 der quadratisch von q
abha¨ngige Anteil. Diese Aufteilung spiegelt die Steifigkeitsanteile innerhalb
der nichtlinearen FEM wider. Im Einzelnen lauten die Anteile formal:
K0 =
 A11 . . . A1N... ...




 A11kqk . . . A1Nkqk... ...
AN1kqk . . . ANNkqk

K2 =
 A11klqkql . . . A1Nklqkql... ...
AN1klqkql . . . ANNklqkql
 .
Fu¨r Π3(u) und Π4(u) in Gl.(2.11) werden die erste bzw. zweite Ableitung




































































Liegt das Potential als analytischer Ausdruck vor, kann die Differentiation
ebenfalls analytisch erfolgen. Innerhalb einer numerischen Stabilita¨tsanaly-
se werden die Ableitungen der tangentiellen Steifigkeitsmatrix in der Regel
jedoch durch numerische Differentiation erzeugt, worauf unter Abschn. 3.8.5
eingegangen wird.
Bei beliebigem u bestimmt das Vorzeichen des ersten, von 0 verschiedenen
Terms in Gl.(2.11) das Vorzeichen der Potentialdifferenz und entscheidet da-
mit u¨ber die Stabilita¨t oder Instabilita¨t des untersuchten Gleichgewichtszu-
standes.
2.4.2 Regula¨re und kritische Gleichgewichtspunkte
Zur weiteren Unterscheidung der Gleichgewichtszusta¨nde ist der quadratische
Term Π2(u) auszuwerten. Ein regula¨rer Gleichgewichtspunkt zeichnet
sich aus durch:











Abbildung 2.9: Π2(∆α,∆β) an ausgewa¨hlten Gleichgewichtszusta¨nden, 2 -
DOF - Stabsystem aus Abb. 2.5
Die Bedingung fu¨r stabiles Gleichgewicht am regula¨ren Punkt lautet:
Π2(u) > 0. (2.17)
Andernfalls handelt es sich um einen instabilen regula¨ren Gleichgewichts-
zustand. Diese Unterscheidung kann anhand Π2(u) getroffen werden, da
der quadratische Term der Reihenentwicklung immer die Potentialdifferenz
gro¨ßenma¨ßig dominiert.
In Abb. 2.9 ist fu¨r das Stabsystem aus Abb. 2.5 an zwei ausgewa¨hlten Gleich-
gewichtspunkten auf dem Prima¨rpfad - bei Lastniveaus unter- bzw. oberhalb
des kritischen Punktes λc - die A¨nderung Π2(u) fu¨r beliebige u
T = (∆α ∆β)
dargestellt.
Es wird deutlich, dass es sich in beiden Fa¨llen um regula¨re Punkte handelt,
da fu¨r jede beliebige Variation u Gl.(2.16) gilt. Wa¨hrend außerdem fu¨r den
Zustand bei λ < λc, unabha¨ngig vom gewa¨hlten u, immer Gl.(2.17) erfu¨llt
ist, existieren im anderen Fall spezielle u, die auf Π2(u) < 0 fu¨hren. Demnach
handelt es sich im ersten Fall um einen regula¨ren stabilen, im zweiten Fall
um einen regula¨ren instabilen Gleichgewichtszustand.
Im Weiteren ist der Fall zu untersuchen, wenn fu¨r spezielle u gilt:
Π2(u) = 0. (2.18)
In diesem Fall handelt es sich um einen kritischen Gleichgewichtspunkt.
Das Auftreten eines kritischen Punktes ist mit einem Singula¨rwerden der
KoeffizientenmatrixK verbunden. Ein kritischer Punkt wird als singula¨rer
Punkt und der dazugeho¨rige spezielle Verformungsvektor u als Singula¨r-
vektor Φ bezeichnet. In der Ingenieurpraxis werden fu¨r Φ uneinheitlich die






Abbildung 2.10: Π2(∆α,∆β) in λ
c, 2 - DOF - System aus Abb. 2.5
In Abb. 2.10 ist wiederum fu¨r das 2 - Freiheitsgrad - Stabsystem der Verlauf
von Π2(u) im kritischen Punkt λ
c dargestellt. Es ist zu erkennen, dass fu¨r
∆α = −∆β Gl.(2.18) erfu¨llt ist und damit ein kritischer Punkt vorliegt.
Kritische Punkte ko¨nnen als Verzweigungs- oder Durchschlagspunkte auf-
treten. Wa¨hrend ein Verzweigungspunkt den Schnittpunkt des prima¨ren mit
dem bzw. den sekunda¨ren Pfad(en) markiert, ko¨nnen Durchschlagspunkte so-
wohl mit lokalen Lastmaxima als auch Lastminima verbunden sein, siehe da-
zu Abb. 2.4. Durchschlagspunkte ko¨nnen außerdem auch entlang sekunda¨rer
Pfade auftreten.
Kritische Stabilita¨tspunkte werden innerhalb einer numerischen Stabilita¨ts-
analyse
”
exakt“ durch Kontrolle der Steifigkeitsentwicklung entlang des Pri-
ma¨rpfades oder durch linearisierte Approximationen ermittelt. Besonders das
letztgenannte Vorgehen besitzt in der Praxis eine herausragende Bedeutung,
da so eine schnelle Abscha¨tzung von kritischen Lastniveaus mo¨glich ist. Dazu
werden verschiedene verallgemeinerte Eigenprobleme formuliert, die alle
abgeleitet sind aus der Singularita¨tsbedingung im kritischen Punkt:
Π2(Φ) = 0→KΦ = 0. (2.19)
Die konkreten Vorgehensweisen, die unter dem Begriff lineare bzw. linea-
risierte Stabilita¨tsanalysen zusammengefaßt werden, ko¨nnen jedoch sehr
unterschiedlich sein. Verschiedene Ansa¨tze dazu werden unter anderem in
[4, 23, 46, 58] diskutiert. Sie unterscheiden sich:
• im angenommenen Verlauf des Prima¨rpfades bis zum kritischen Punkt
(linear, quadratisch usw.),
• in der Beru¨cksichtigung unterschiedlicher Anteile der nichtlinearen tan-
gentiellen SteifigkeitsmatrixK (z.B. Anfangsverschiebungseffekte) und
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• im gewa¨hlten Ausgangspunkt fu¨r die Abscha¨tzung, wobei dies in der
Regel der unverformte unbelastete Initialzustand
”
0“ ist.
Insbesondere die Beru¨cksichtigung bzw. Vernachla¨ssigung verschiedener Stei-
figkeitsanteile kann sich stark auf die approximierte kritische Lastho¨he und
den Singula¨rvektor auswirken. Deshalb ist bei der Beurteilung der Ergebnisse
linearer Stabilita¨tsanalysen unbedingt die Art des verwendeten verallgemei-
nerten Eigenproblems zu beru¨cksichtigen.
Wird beispielsweise angenommen, dass es sich um einen linearen Prima¨rpfad
handelt, fu¨hrt dies auf ein quadratisches Eigenproblem. Das Eigenproblem
wird im Allgemeinen linearisiert, so dass sich folgende, ha¨ufig verwendete
Formulierung ergibt:
[K0 + λKG]Φ = 0. (2.20)
KG wa¨re dann die linear von der Tangente des Prima¨rpfades qˆ
p abha¨ngige
so genannte geometrische Steifigkeitsmatrix:
KG =
 A11kqˆk . . . A1Nkqˆk... ...
AN1kqˆk . . . ANNkqˆk
 . (2.21)
Die Lo¨sung des verallgemeinerten Eigenproblems nach Gl.(2.20) liefert eine
Na¨herung fu¨r den kritischen Punkt (λc,Φ).
2.4.3 Analyse eines kritischen Punktes (Π2(Φ) = 0)
Zur Klassifizierung eines kritischen Punktes als stabile oder instabile Gleich-
gewichtszusta¨nde sind die Terme Π3(u) und evtl. Π4(u) in Gl.(2.11) aus-
zuwerten. Untersuchungen, die in Kapitel 3 im Zusammenhang mit der nu-
merischen Stabilita¨tsanalyse dargestellt werden, fu¨hren zu einer detaillierten
Stabilita¨tsaussage im kritischen Punkt. An dieser Stelle geht es nur um einige
grundsa¨tzliche, auf [28] basierende Voru¨berlegungen.
Ein kritischer Punkt ist dann stabil, wenn gilt:
Π3(u) + Π4(u) > 0. (2.22)
Aufgrund der kubischen Abha¨ngigkeit des Terms Π3(u) von u lautet die
notwendige Bedingung fu¨r einen stabilen kritischen Punkt:
Π3(u) = 0. (2.23)
23
Als hinreichende Bedingung fu¨r einen stabilen kritischen Punkt verbleibt:
Π4(u) > 0. (2.24)
Naheliegend ist, hier u = Φ einzusetzen. Jedoch stellt Π4(Φ) > 0 zwar eine
notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fu¨r die Stabilita¨t im kriti-
schen Punkt dar. Es ist derjenige Vektor u zu suchen, der Π4(u) minimiert,
wobei allgemein u 6= Φ gilt. Fu¨r u wird folgender Ansatz gewa¨hlt:
u = αΦ+ u mit u ⊥ Φ. (2.25)
Hierin sind α ein Skalierungsfaktor, u eine spezielle Lo¨sung. Dieser Ansatz
wird in Gl.(2.11) eingesetzt. Mit der Schreibweise aus [28] (siehe Anhang A)
folgt fu¨r die Potentialdifferenz (Π1(u) = 0):
∆Π(u) = α2Π2(Φ) + αΠ11(Φ,u) + Π2(u) (2.26)
+ α3Π3(Φ) + α
2Π21(Φ,u) + αΠ12(Φ,u) + Π3(u)
+ α4Π4(Φ) + α
3Π31(Φ,u) + α
2Π22(Φ,u) + αΠ13(Φ,u) + Π4(u).
Im kritischen Punkt gilt weiterhin:
Π2(Φ) = Π11(Φ,u) = 0. (2.27)
Außerdem wird Π3(Φ) = 0 vorausgesetzt, da es sich ansonsten ohne weitere
Untersuchung um einen instabilen kritischen Punkt handeln wu¨rde.
Aus Gl.(2.26) ko¨nnte nun durch Differentiation nach u der maßgebende Vek-
tor u(α) ermittelt werden. Da dies aufgrund der auftretenden Nichtlinea-
rita¨ten im Allgemeinen schwierig ist, wird in einem weiteren Schritt u als
parametrische Funktion u(α) betrachtet. Anstelle von Gl.(2.25) wird die fol-
gende Na¨herung verwendet:







u´α3 + . . . mit ´´u,
´´
u´ ⊥ Φ. (2.28)
Hierin sind ´´u,
´´
u´ usw. Ableitungen nach α. Die Na¨herung wird wieder in
Gl.(2.11) eingesetzt. Dies fu¨hrt auf eine Abha¨ngigkeit der Potentialdifferenz
von α, die somit lautet:
















Π α4 + . . . . (2.29)
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Π´ = 0. (2.30)
Entscheidend ist das Vorzeichen des Terms ∆
´´
´´
Π. Anteile fu¨r diesen Koeffizi-






















= 3´´uTK ´´u+ 6ΦT (K,qΦ) ´´u+Φ
T (K,qqΦΦ)Φ. (2.32)
Kann gezeigt werden, dass kein ´´u existiert, fu¨r das ∆
´´
´´
Π < 0 gilt, wa¨re die
Stabilita¨t im kritischen Punkt hinreichend nachgewiesen.
















= 0 =K ´´u+ (K,qΦ)Φ =⇒K ´´u = − (K,qΦ)Φ. (2.33)
Gl.(2.33) wird in Gl.(2.32) eingesetzt. Schließlich lautet dann die hinreichende




Π = 3ΦT (K,qΦ) ´´u+Φ
T (K,qqΦΦ)Φ > 0. (2.34)
Ist diese Bedingung erfu¨llt, wa¨re damit Gl.(2.29) fu¨r beliebige α positiv.
Wa¨hrend dies charakteristisch fu¨r symmetrisch stabile Verzweigungen ist,
bedeutet der entgegengesetzte Fall eine symmetrisch instabile Verzweigung.
Auf die verschiedenen Verzweigungsprobleme wird unter Abschn. 3.6 noch
ausfu¨hrlicher eingegangen.
Vergleicht man Gl.(2.34) mit Gl.(2.10) wird die praktische Bedeutung der
vorstehenden U¨berlegungen deutlich. Die Bedingung Π4(Φ) > 0 stellt zwar
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eine notwendige, jedoch keine hinreichende Bedingung fu¨r die Stabilita¨t ei-
nes kritischen Punktes dar. Fu¨r den maßgeblichen Richtungsvektor u muß
´´u beru¨cksichtigt werden. Ansonsten besteht die Gefahr, ein instabiles Ver-
zweigungsproblem fa¨lschlicherweise als stabil einzustufen, was im Endeffekt




Methoden und Techniken fu¨r
erweiterte Stabilita¨tsanalysen
3.1 Einleitung
Zur Beantwortung praktischer Fragestellungen, wie beispielsweise nach der
konkreten Gro¨ße eines Tragfa¨higkeitsabfalls entlang eines sekunda¨ren Pfades
oder nach der Ho¨he eines Nachbeulminimums bei einem Schalentragwerk,
reichen die in der Ingenieurpraxis im Allgemeinen u¨blichen numerischen Ana-
lysemethoden wie auch die Untersuchungen des Abschn. 2.4.3 nicht aus. Nu-
merische Stabilita¨tsanalysen, die zusa¨tzliche Methoden und Techniken ver-
wenden, werden im Folgenden als erweiterte Stabilita¨tsanalysen bezeichnet.
Im Mittelpunkt steht die Nachbeulanalyse, die sich mit dem Tragverhalten
von Strukturen nach dem Erreichen eines kritischen Punktes bescha¨ftigt. In
analytischer Form wurde die Nachbeulanalyse durch Koiter begru¨ndet [28].
Von den Weiterentwicklungen ist [7] hervorzuheben, wo eine Formulierung
der Nachbeulanalyse verwendet wurde, die sich besonders fu¨r die numeri-
sche Umsetzung eignet. Formulierungen wie z.B. nach [61], im Folgenden
als Verallgemeinerte Nachbeulanalysen bezeichnet, basieren auf allgemeine-
ren mathematischen Zusammenha¨ngen.
Strukturen, die im perfekten Zustand stabilita¨tsgefa¨hrdet sind, mu¨sssen als
geometrisch imperfekte Strukturen nicht zwangsla¨ufig ebenfalls Stabilita¨ts-
probleme aufweisen. Das Verhalten einer imperfekten Struktur ist wesentlich
vom Stabilita¨tsverhalten der perfekten Struktur, insbesondere vom Verlauf
des Sekunda¨rpfades, abha¨ngig. Auf diesem Zusammenhang beruht die so
genannte Koitersche Imperfektionssensitivita¨t [28], eine Methode, die sich
mit der Approximation des Verhaltens imperfekter Strukturen auf der Basis
der Ergebnisse einer Nachbeulanalyse befaßt.
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Zu den Methoden fu¨r erweiterte numerische Stabilita¨tsanalysen existiert eine
Vielzahl von Vero¨ffentlichungen auf theoretisch sehr anspruchsvollem Niveau,
die sich in der Mehrzahl jedoch auf einzelne Aspekte beschra¨nken. Konkrete
Hinweise bzw. Berechnungsabla¨ufe fu¨r eine numerische Umsetzung sind kaum
zu finden. Deshalb wird in diesem Kapitel, neben einer ausfu¨hrlichen theo-
retischen Darstellung verschiedener Methoden und Techniken, immer wieder
auch auf einzelne Schritte, auf evtl. auftretende Probleme und eigene Erfah-
rungen bei ihrer Anwendung eingegangen. Beispielimplementierungen zeigen
die konkrete Umsetzung innerhalb des FE - Programms SLang [6].
3.2 Pfadverfolgung
Das Stabilita¨tsverhalten einer Struktur und der Verlauf der Gleichgewichts-
pfade stehen in einem engen Zusammenhang. Damit besitzt die Ermittlung
sa¨mtlicher Gleichgewichtspfade eine zentrale Bedeutung. Fu¨r FE - Strukturen
scheidet in der Regel eine rein analytische Bestimmung der Gleichgewichts-
pfade aus. Es sind Pfad- oder Kurvenverfolgungsverfahren erforderlich, die
es ermo¨glichen, den Verlauf eines Gleichgewichtspfades na¨herungsweise durch
die Bestimmung einzelner Gleichgewichtspunkte abzubilden.
Es existiert eine Vielzahl von Kurvenverfolgungsverfahren, deren umfassen-
de Darstellung im Rahmen dieser Arbeit nicht mo¨glich ist. Eine U¨bersicht
hieru¨ber gibt beispielsweise [61]. Da fu¨r die Gleichgewichtspfade stabilita¨ts-
gefa¨hrdeter Strukturen kein eindeutiger Zusammenhang zwischen der Bela-
stung und dem Verformungszustand besteht, eignen sich fu¨r die numerische
Stabilita¨tsanalyse insbesondere Bogenla¨ngenverfahren.
Pfadverfolgungsalgorithmen bestehen immer aus einem Pra¨diktorschritt, aus-
gehend von einem bereits bekannten Gleichgewichtspunkt
”
e“, und anschlie-
ßender Korrektoriteration auf einen neuen Gleichgewichtszustand. Bogenla¨n-
genverfahren zeichnen sich gegenu¨ber anderen Pfadverfolgungsverfahren wie
z.B. Laststeuerung dadurch aus, dass wa¨hrend der Korrektoriteration eine
gleichzeitige Anpassung des Last- und Verformungszustandes vorgenommen
wird.
Auch fu¨r die Bogenla¨ngenverfahren ist eine Vielzahl von Vorgehensweisen
bekannt, z.B. [10, 47, 50]. Sie unterscheiden sich in der Art der Korrek-
toriteration, die eine mo¨glichst schnelle und sichere Konvergenz der Lo¨sung
gewa¨hrleisten soll.
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Abbildung 3.2: Iteration auf einer
Kugelfla¨che, aus: [61]
f(q, λ) ist eine Nebenbedingung, die die Form der Korrektoriteration vor-
gibt. In den Abb. 3.1 und 3.2 ist das Vorgehen fu¨r zwei ausgewa¨hlte Bo-
genla¨ngenverfahren dargestellt. Die zugeho¨rige Nebenbedingung lautet fu¨r
den Fall der Korrektoriteration auf einer Normalenebene:
f(q, λ) = (q1 − qe)T (q − q1) + (λ1 − λe)(λ− λ1) = 0. (3.2)
Dabei sind q1 bzw. λ1 die nicht ausiterierten Verformungs- bzw. Lastinkre-
mente infolge eines linearen Pra¨diktorschrittes.




(q − qe)T (q − qe) + (λ− λe)2 −∆s = 0. (3.3)
Hierin ist der Radius der Kugelfla¨che ∆s (die La¨nge des Pra¨diktorschrittes)
vorzugeben.
Fu¨r die Beispielrechnungen in dieser Arbeit wurde ein spha¨risches Bogenla¨n-
genverfahren verwendet. Die darin verwendete Nebenbedingung lautet:
f(q, λ) =
√
(q − qe)T (q − qe) + Ψ2(λ− λe)2 −∆s = 0. (3.4)
Bei Ψ handelt es sich um einen Skalierungsfaktor fu¨r das Lastinkrement, der
no¨tig ist, da es sich bei q und λ um vo¨llig verschiedene Dimensionen handelt.






Durch die gleichzeitige Linearisierung der GleichgewichtsbedingungenG(q, λ)
und der Nebenbedingung f(q, λ) la¨ßt sich ein inkrementell - iterativer Lo¨-
sungsalgorithmus aufbauen. Bogenla¨ngenverfahren sind innerhalb der ge-
bra¨uchlichen FE - Programme verfu¨gbar, so dass hier auf weitere Einzelheiten
verzichtet werden kann. Na¨here Hinweise zur Umsetzung eines Bogenla¨ngen-
verfahrens in einen rechentechnischen Algorithmus sind beispielweise in [2]
oder in [61] zu finden. Als Beispiel fu¨r einen Bogenla¨ngenalgorithmus ist in
Anhang C der innerhalb dieser Arbeit verwendete Berechnungsablauf doku-
mentiert.
Begleitend zur Pfadverfolgung sind in einer numerischen Stabilita¨tsanalyse
Untersuchungen zur Stabilita¨t/Instabilita¨t der ermittelten Gleichgewichts-
zusta¨nde vorzunehmen. So lassen sich kritische Stabilita¨tszusta¨nde, siehe Ab-
schn. 3.3, ermitteln oder es kann u¨berpru¨ft werden, ob eine Pfadverfolgung
tatsa¨chlich, wie gewu¨nscht, entlang eines sekunda¨ren Pfades verla¨uft. Ebenso
lassen sich dadurch ungewollte Effekte, wie z.B. eine ha¨ufig zu beobachtende
Ru¨ckkehr zum prima¨ren Last - Verformungspfad, aufdecken. Fu¨r eine beglei-
tende Stabilita¨tsanalyse existieren verschiedene Kontrollmo¨glichkeiten, auf
die im Folgenden noch na¨her eingegangen wird.
3.3 Ermittlung kritischer Stabilita¨tspunkte
Der erste Schritt einer erweiterten Stabilita¨tsanalyse besteht im Auffinden
kritischer Stabilita¨tspunkte entlang des prima¨ren Last - Verformungspfades.
Im weiteren soll angenommen werden, dass es sich dabei um einen einfachen
kritischen Punkt handelt. Dies bedeutet, dass in diesem Gleichgewichtspunkt
eine einfache Singularita¨t der Koeffizientenmatrix bzw. tangentiellen Steifig-
keitsmatrix K vorliegt und entsprechend Gl.(2.19) ein spezieller Vektor Φ
existiert, fu¨r den gilt:
KΦ = 0. (3.6)
Aus der Singularita¨t im kritischen Punkt folgt das bekannte Determinanten-
kriterium:
detK = 0. (3.7)
Kann das Strukturverhalten analytisch beschrieben werden, fu¨hrt Gl.(3.7)
auf ein charakteristisches Polynom. Seine Lo¨sungen ergeben dann die kriti-
schen Punkte entlang des prima¨ren Pfades.
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Innerhalb der numerischen Stabilita¨tsanalyse kann (detK) begleitend zur
Pfadverfolgung ausgewertet werden. Dafu¨r wird die, wa¨hrend der inkremen-
tell - iterativen Pfadverfolgung u¨bliche, Dreieckszerlegung von K genutzt:
K = LDLT . (3.8)





Neben dem Determinantenkriterium wird als Indikator fu¨r die Steifigkeits-
entwicklung entlang des prima¨ren Pfades ha¨ufig auch begleitend das folgende
Standardeigenproblem gelo¨st:
KΦi = ωiΦi. (3.10)
Hier ist ωi und Φi der i-te Eigenwert und der dazugeho¨rige Eigenvektor. Die
Ermittlung der Eigenpaare erfolgt innerhalb der numerischen Rechnung ite-
rativ, wofu¨r verschiedene Verfahren entwickelt wurden. Ein kritischer Punkt
liegt dann vor, wenn am Gleichgewichtspunkt gilt:
ω1 = 0. (3.11)
Bei diesem, in der Ingenieurpraxis als nichtlineare Stabilita¨tsanalyse be-
zeichneten Vorgehen, sind folgende Sachverhalte zu beachten:
• Innerhalb einer numerischen Analyse ko¨nnen sowohl Gl.(3.7) als auch
Gl.(3.11) nur na¨herungsweise erfu¨llt werden, das heißt es liegt ein kri-
tischer Punkt vor, wenn:
detK ≈ 0 bzw. ω1 ≈ 0.
• Problematisch ist an Gl.(3.9), dass hier im Allgemeinen ein Wert ent-
steht, der vom Rechner nicht mehr dargestellt werden kann. Deshalb









Hierin bezeichnet k den aktuell berechneten Gleichgewichtszustand und
0 den linearen Pra¨diktorschritt innerhalb der Gleichgewichtsiteration.
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• In der numerischen Analyse ist nur die Vera¨nderung der erwa¨hnten Stei-
figkeitsindikatoren, nicht deren absolute Gro¨ße, von Interesse. Es muß
also nur beobachtet werden, wann der erste Nulldurchgang der ent-
sprechenden Gro¨ße erfolgt. Unterschiede in der Verlaufscharakteristik
ergeben sich in Abha¨ngigkeit vom vorliegenden Stabilita¨tsproblem. Bei
Durchschlagsproblemen ist ein kontinuierlicher, bei Anna¨herung an λc
sich versta¨rkender Abfall zu beobachten. Bei Verzweigungsproblemen
erfolgt dagegen in der Regel ein abrupter Steifigkeitsverlust und damit
ein sehr steiler Abfall am Verzweigungspunkt.
• Bei Anna¨herung an einen kritischen Punkt stellt sich eine zunehmen-
de Singularita¨t der Steifigkeitsmatrix ein. Dies fu¨hrt dazu, dass die
Lo¨sung von Gl.(3.10) nicht immer zuverla¨ssig ist. In einigen Fa¨llen
konnte ein Vertauschen von Eigenwerten bei Anna¨herung an den kri-
tischen Punkt beobachtet werden, so dass ω1 auch nach Erreichen des
kritischen Punktes weiterhin positiv blieb, ω2 jedoch negativ war. Die-
ses Problem trat besonders bei nahe beieinander liegenden kritischen
Lastniveaus auf. Somit erscheint es notwendig, bei einer begleitenden
Stabilita¨tsuntersuchung nicht nur den anfa¨nglich kleinsten Eigenwert
zu beobachten.
• Fu¨r weitergehende Stabilita¨tsuntersuchungen im kritischen Punkt ist
es notwendig, diesen mo¨glichst genau zu ermitteln. Dem stehen jedoch
die vorgenannten Probleme entgegen. Extrapolationen des kritischen
Punktes aus gro¨ßerer Entfernung oder der
”
vorsichtige“ Einsatz von
Bisektionsverfahren ko¨nnen hier zweckma¨ßig sein. In jedem Fall sind
wa¨hrend der Pfadverfolgung, insbesondere bei Anna¨herung an einen
vermuteten kritischen Punkt, die inkrementellen Tangentenlo¨sungen
fu¨r die Verformungen zu kontrollieren. Eine auftretende Singularita¨t
zeigt sich sehr deutlich an einer sprunghaften Zunahme der inkremen-
tellen Verformungen, was beispielsweise u¨ber die begleitende Berech-
nung der Norm des entsprechenden Vektors festgestellt werden kann.
In vielen praktischen Fa¨llen kann der kritische Punkt auf dem prima¨ren Pfad
mit ausreichender Genauigkeit na¨herungsweise durch verallgemeinerte Ei-
genprobleme, so genannte lineare oder linearisierte Stabilita¨tsanalysen,
ermittelt werden. Die Grundlage fu¨r die verallgemeinerten Eigenprobleme
bildet die Aufspaltung der tangentiellen Steifigkeitsmatrix:
K =K l +Ku +Kσ. (3.13)
Hierin sind K l die lineare elastische Steifigkeits-, Ku die Anfangsverschie-
bungs- und Kσ die Anfangsspannungsmatrix. Ausgehend von Gl.(3.13) las-
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sen sich verschiedenste verallgemeinerte Eigenprobleme fu¨r den Lastparame-
ter λ formulieren, die z.B. in [46] ausfu¨hrlich dargestellt sind.
In vielen kommerziellen FE - Programmen, wie beispielsweise [1], wird das
folgende, als klassisch bezeichnete, verallgemeinerte Eigenproblem verwen-
det:
(K l − λKLσ )Φ = 0. (3.14)
Hierin kennzeichnet KLσ den linearen Anteil der Anfangsspannungsmatrix
Kσ. K
L
σ wird dabei aus dem vorliegenden Spannungszustand infolge eines
ersten Lastschrittes (in der Regel fu¨r λ = 1.0) ermittelt. Im Ergebnis von
Gl.(3.14) ergibt sich dann λ als Vergro¨ßerungsfaktor des ersten Lastschrittes
bis zum kritischen Punkt.
Die Mitnahme bzw. Vernachla¨ssigung verschiedener Anteile aus Gl.(3.13)
in einer linearisierten Stabilita¨tsanalyse kann erhebliche Auswirkungen auf
die berechnete kritische Lastho¨he und/oder den zugeho¨rigen Singula¨rvektor
besitzen. Insbesondere bei Stabilita¨tsproblemen, die anfa¨ngliche Biegeverfor-
mungen aufweisen, sind solche Einflu¨sse zu beachten. In Abschn. 4.2 wird
dies anhand des Rahmensystems aus Abb. 2.2 diskutiert.
3.4 Koitersche Nachbeulanalyse
Fu¨r die Nachbeulanalyse nach Koiter [28] gelten folgende Voraussetzungen
und Annahmen:
1. Beim ermittelten kritischen Punkt auf dem prima¨ren Last - Verfor-
mungspfad handelt es sich um einen einfachen Verzweigungspunkt:
λ = λc, qc = qp(λ = λc), mit ω1 = 0, und ωi > 0 i > 1.
2. Der Prima¨rpfad qp(λ) ist vollsta¨ndig, auch oberhalb von λc, bekannt.
Bei analytischen Problemstellungen ist dies im Allgemeinen unproble-
matisch. Bei numerischen Stabilita¨tsanalysen wird allerdings die Pfad-
verfolgung in der Regel bei Erreichen des Verzweigungspunktes abge-
brochen. Fu¨r eine Weiterverfolgung des Pfades mu¨ßte mit einer indefi-
niten Steifigkeitsmatrix weitergerechnet werden, was zusa¨tzliche Maß-
nahmen wie Stabilisierungstechniken erforderlich macht.
3. In der Umgebung des Verzweigungspunktes
”
c“ sollen Gleichgewichts-
zusta¨nde existieren, die nicht auf dem prima¨ren Pfad liegen. Sie unter-
scheiden sich vom Prima¨rpfad durch kleine Verformungsdifferenzen u


















Abbildung 3.3: Koitersche Nachbeulanalyse - Grundidee
Ziel der Koiterschen Nachbeulanalyse ist es, wie in Abb. 3.3 symbolisch dar-
gestellt, den sekunda¨ren Pfad in Abha¨ngigkeit von λ zu ermitteln. Dabei
beschra¨nkt man sich auf die unmittelbare Umgebung des Verzweigungspunk-
tes. Der gesuchte Verformungszustand wird, ausgehend von einem Gleichge-
wichtspunkt auf dem prima¨ren Pfad (qp(λe), λe), ausgedru¨ckt durch:
q = qp(λe) + u(λ). (3.15)
Hierin ist u das von λ abha¨ngige Verformungsinkrement. Da der sekunda¨re
Pfad mit Bezug auf den prima¨ren Pfad beschrieben wird, bezeichnet man die
Koitersche Nachbeulanalyse auch als indirekte Methode.
Der Potentialausdruck fu¨r die benachbarte Konfiguration wird in zwei Schrit-
ten, ausgehend von
”
e“, durch eine Reihe approximiert. Zuerst wird Π infolge
der A¨nderung des Verformungszustandes beim U¨bergang vom prima¨ren zum
sekunda¨ren Pfad, dann entlang des sekunda¨ren Pfades bei A¨nderung von λ
ausgewertet:
Π(q, λ) = Π(qp(λe), λe) + Π,qu+
1
2
Π,qquu+ . . .
+Πˆ(λ− λe) + Πˆ,q(λ− λe)u+ 1
2











Π,qq(λ− λe)2uu+ . . .
+ . . . (3.16)
Hierin bezeichnen ˆ. . ., ˆˆ. . . erste und zweite Ableitungen nach λ und . . .,q, . . .,qq
Ableitungen nach den generalisierten Koordinaten bzw. Freiheitsgraden der
Struktur.
34
Fu¨r das Verformungsinkrement u wird folgender Ansatz eingefu¨hrt:
u = αΦ+ u mit: u ⊥ Φ. (3.17)
In diesem Ansatz, der auch schon in Abschn. 2.4.3 verwendet wurde, besitzt
der Singula¨rvektor Φ den wesentlichen Anteil an dem Verformungsunter-
schied zwischen Prima¨r- und Sekunda¨rpfad bei gleichem λ, u stellt einen
Korrekturvektor dar. Gesucht ist der Parameter α in Gl.(3.17) fu¨r ein vorge-
gebenes Lastniveau.
Der Ansatz nach Gl.(3.17) wird in den Potentialausdruck Gl.(3.16) einge-
setzt. Dies ergibt, mit der Entwicklung in
”
e“, der Beschra¨nkung auf die
quadratischen Abha¨ngigkeiten von λ sowie der 4. Ableitungen des Poten-
tials nach q, einen approximierten Potentialausdruck fu¨r den benachbarten
Punkt. Er lautet mit der Schreibweise aus Anhang A:
Π(qp + u, λ) = Π(qp(λe), λe) + (λ− λe)Πˆ + 1
2
(λ− λe)2 ˆˆΠ
















+ α2Π2(Φ) + αΠ11(Φ,u) + Π2(u)
+ (λ− λe)
[















+ α3Π3(Φ) + α
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e“ bei den Potentialausdru¨cken wurde hier und wird
auch im Folgenden verzichtet. Alle Ableitungen verstehen sich in
”
e“.
Der benachbarte Zustand soll sich im Gleichgewicht befinden. Deshalb muß
das Potential einen stationa¨ren Wert bei kleinen Variationen δu einnehmen.
Die Gleichgewichtsbedingungen lauten somit:
G(q, λ) =
∂Π(qp + u, λ)
∂u
= 0. (3.19)
Gl.(3.19) fu¨hrt auf ein nichtlineares Gleichungssystem fu¨r u. In FEM - kon-
































































































































































Hierin sind K, K ,q, Kˆ ,q usw. in der numerischen Stabilita¨tsanalyse wieder
die tangentielle Steifigkeitsmatrix und ihre Ableitungen nach den Verformun-
gen und dem Lastparameter.
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Die erste Zeile von Gl.(3.20) stellt die Reihenentwicklung der Gleichgewichts-
bedingungen entlang des prima¨ren Pfades dar. Da der Prima¨rpfad voraus-
setzungsgema¨ß ein Gleichgewichtspfad ist, muß gelten:
G(qp(λc), λc) + (λ− λc)Gˆ+ 1
2
(λ− λc)2 ˆˆG = 0. (3.21)
Gˆ und
ˆˆ






























pqˆp = 0. (3.22)
Hier sind qˆp die Tangente und ˆˆqp die Kru¨mmung des Prima¨rpfades im Ver-
zweigungspunkt, Gl.(3.22) stellt nichts anderes als ihre Bestimmungsglei-
chungen im Verzweigungspunkt dar. Daneben verschwindet der 4. Term in
Gl.(3.20) aufgrund der Singularita¨t am Verzweigungspunkt, siehe Gl.(2.19).
Gl.(3.20) wird unter Beachtung der Nebenbedingung Gl.(3.17) nach u(α)





Somit kann, indem λ vorgegeben wird, schließlich der sekunda¨re Gleichge-
wichtspfad in der Umgebung des Verzweigungspunktes approximiert werden
durch:
qs(λ) = qp(λ) + α(λ)Φ+ u(α(λ)). (3.24)
Die Auflo¨sung von Gl.(3.20) ist aufgrund der auftretenden Nichtlinearita¨t in
der Regel jedoch kompliziert. Zur Vereinfachung wird eine linearisierte Form
der Gleichgewichtsbedingungen verwendet, indem beru¨cksichtigt wird, dass
es sich sowohl bei (λ − λc) als auch bei α und u um kleine, inkrementelle
Werte handelt. Fu¨r die linearisierte Fassung werden ab dem quadratischen
Term P2(u) in Gl.(3.18) im Vergleich zu P2(u) kleine Terme gestrichen. Es
verbleiben die in Gl.(3.18) unterstrichenen Terme. Gl.(3.19) liefert jetzt ein
lineares Gleichungssystem zur Bestimmung des Korrekturvektors u(λ, α). In
Gl.(3.20) sind die verbleibenden Terme des linearen Gleichungssystems ge-
kennzeichnet. Anschließendes Einsetzen von u(λ, α) in die reduzierte Poten-
tialfunktion Gl.(3.18) und Anwendung von Gl.(3.23) erlauben wieder eine
Ermittlung von α(λ).
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Die Nachbeulanalyse in der hier behandelten Form eignet sich besonders fu¨r
Problemstellungen wie beispielsweise in Abschn. 4.3, wo von einem analyti-
schen Potentialausdruck ausgegangen werden kann. Soll jedoch die Koiter-
sche Nachbeulanalyse im Rahmen einer numerischen Stabilita¨tsanalyse ange-




In [7] wurde eine modifizierte Fassung der Koiterschen Nachbeulanalyse ent-
wickelt, die sich fu¨r eine numerische Umsetzung innerhalb der FEM anbietet.
Danach ko¨nnen anstelle von Gl.(3.19) und Gl.(3.23) sukzessiv lineare Glei-
chungen und Gleichungssysteme gelo¨st werden, was sich fu¨r einen rechen-
technischen Ablauf besonders eignet.
Neben der Potentialdifferenz zum Nachbarzustand werden dazu auch das
Verformungsinkrement u und das Lastinkrement (λ − λc) in Abha¨ngigkeit
von einem Parameter ζ durch Polynomansa¨tze approximiert:
u = ζu1 + ζ
2u2 + ζ
3u3 + . . .
λ− λc = ζλ1 + ζ2λ2 + ζ3λ3 + . . . (3.25)
Die Gleichgewichtsbedingungen werden direkt aus Gl.(3.16) abgeleitet:
G(q, λ) =
∂Π(qp + u, λ)
∂u
= 0. (3.26)
Anschließend werden in G die Na¨herungen Gl.(3.25) eingesetzt. Dies ergibt,































+ . . . = 0. (3.27)
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Da, unabha¨ngig vom tatsa¨chlichenWert fu¨r ζ, die Terme bei ζ, ζ2, ζ3 usw. ein-
zeln verschwinden mu¨ssen, entstehen lineare Gleichungssysteme. Aufgrund
der vorliegenden Singularita¨t von K am Verzweigungspunkt resultiert aus
dem Term bei ζ:
u1 = Φ. (3.28)






Es wird dabei wieder beru¨cksichtigt, dass am kritischen Punkt ΦTK = 0
gilt.

































Fu¨r u3 ist das Gleichungssystem bei ζ
3 aufzulo¨sen. Mit demselben Vorgehen
fu¨r die Terme bei ζ4 usw. kann die Berechnung von λ3,u4 usw. erfolgen.
Fu¨r viele praktische Stabilita¨tsfa¨lle gilt λ1 = 0. Dann vereinfacht sich die













Ganz allgemein lautet die Na¨herung fu¨r den sekunda¨ren Last - Verformungs-
pfad im Verzweigungspunkt:
λs = λc + λ1ζ + λ2ζ
2 + λ3ζ
3 + . . .
qs = qp(λ) +Φζ + u2ζ
2 + u3ζ
3 + . . . . (3.34)
Fu¨r die konkrete Auswertung wird das Lastinkrement vorgegeben, z.B.:
λ− λc = ζλ1 = 1.0 (3.35)
Hieraus la¨ßt sich ζ ermitteln. Die Tangentenlo¨sung fu¨r den Sekunda¨rpfad lau-
tet dann beispielsweise im Falle eines linearen Prima¨rpfades und bei λ1 6= 0:
qˆs = λ1ζqˆ
p + ζΦ. (3.36)
3.6 Verallgemeinerte Nachbeulanalyse
Die Koitersche Nachbeulanalyse ist mit Einschra¨nkungen verbunden, die fu¨r
eine numerische Stabilita¨tsanalyse problematisch sein ko¨nnen. So kann nicht
automatisch davon ausgegegangen werden, dass es sich beim ermittelten kri-
tischen Punkt um einen Verzweigungspunkt handelt. Eine systematische,
stabilita¨tstheoretische Klassifizierung von Verzweigungs- und Durchschlags-
problemen ist erforderlich. Auf ein weiteres Problem, den Bezug auf den
Prima¨rpfad oberhalb λc, wurde schon unter 2. in Abschn. 3.4 hingewiesen.
Verallgemeinerte Nachbeulanalysen ermo¨glichen neben der detaillierten Klas-
sifizierung kritischer Stabilita¨tspunkte die gleichzeitige Approximation des
Prima¨r- und des Sekunda¨rpfades. Da der Sekunda¨rpfad nicht mit Bezug
auf den prima¨ren Pfad bestimmt wird, bezeichnet man die Verallgemeinerte
Nachbeulanalyse als direkte Methode.
Die folgenden Ausfu¨hrungen basieren im Wesentlichen auf [43] und [61].
3.6.1 Grundgleichungen
Ausgegangen wird wieder vom elastischen Potential:
Π (q, λ) = Ψ (q)− λFq. (3.37)
40
Ψ(q) ist die innere Verzerrungsenergie, λFq das in den Verformungen q
lineare Lastpotential. F soll ein verformungsunabha¨ngiger, im allgemeinen
Fall von λ abha¨ngiger Lastvektor sein.
Sa¨mtliche Gleichgewichtspfade werden, ausgehend von λc, durch die Verfor-
mungen q und den Lastparameter λ beschrieben. Zwischen beiden Gro¨ßen
besteht ein indirekter Zusammenhang. Es wird angenommen, dass sich die
beiden Gro¨ßen u¨ber einen zusa¨tzlichen Pfadparameter s miteinander kop-
peln lassen. Im kritischen Punkt - (s = 0) - werden die Pfade (q, λ) nach s
entwickelt. Die Approximationen lauten im Einzelnen:











´´qcs4 + . . .













λcs4 + . . . . (3.38)
Hierin bedeuten ´. . ., ´´. . . , usw. Ableitungen nach s. Das Ziel der Verallgemei-
nerten Nachbeulanalyse besteht in der Ermittlung der Koeffizienten
q´c, ´´qc, λ´c, ´´λc, . . ..
Gl.(3.37) wird ebenfalls nach s entwickelt:








Π´cs3 + . . . . (3.39)
Unter Verwendung der Ansa¨tze Gl.(3.38) lautet Gl.(3.39) ausfu¨hrlich (zur

















































+ . . .
Hierin stehen ˆ. . ., ˆˆ. . . usw. wieder fu¨r Ableitungen nach λ, die Symbole . . .,q,
. . .,qq usw. fu¨r Ableitungen nach q.
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Fu¨r benachbarte Gleichgewichtszusta¨nde muß gelten:
∂Π(s)
∂q
= G(s) = 0. (3.41)
Gl.(3.41) ergibt, geordnet nach den Potenzen von s:















Gcs4 + · · · = 0. (3.42)





einzeln verschwinden. Somit stehen folgende Gleichungssysteme fu¨r die Er-
mittlung von q´, ´´q, λ´, . . . zur Verfu¨gung:
G´
c
= Kq´ − F λ´ = 0 (3.43)
´´




q´ − F ´´λ´+ 3(K ,qq´)´´q + 3Kˆ(q´ ´´λ+ ´´qλ´)− 3Fˆ λ´´´λ+ (K ,qqq´q´)q´
+3(Kˆ ,qq´)q´λ´+ 3
ˆˆ
Kq´λ´2 − ˆˆF λ´3 = 0 (3.45)
...
Jedes dieser Gleichungssysteme besteht aus n linearen Gleichungen fu¨r n+1
Unbekannte. Dabei ist n im FE - Kontext die Anzahl der globalen Freiheits-
grade. Im einfachen kritischen Punkt besitzt K einen einfachen Rangabfall.
Damit sind jeweils nur n− 1 unabha¨ngige Gleichungen vorhanden. Zur ein-
deutigen Bestimmung der inkrementellen Verformungs- und Lastgro¨ßen der
Ordnung k werden somit zwei weitere Gleichungen beno¨tigt.
3.6.2 Klassifizierung von kritischen Punkten
Gl.(3.43) wird mit dem Singula¨rvektor Φ multipliziert:
ΦTKq´ −ΦTF λ´ = 0. (3.46)
Am kritischen Punkt ist die Singularita¨tsbedingung erfu¨llt:
















Abbildung 3.4: Durchschlagspunkte im Pfadverlauf
Die Kriterien zur Unterscheidung in Verzweigungs,- und Durchschlagspunkte
lauten somit:
Verzweigungspunkt: ΦTF = 0 mit: λ´ = 0 oder λ´ 6= 0 (3.48)
Durchschlagspunkt: λ´ = 0 mit: ΦTF 6= 0. (3.49)
Die Orthogonalita¨t zwischen dem Lastvektor F und dem Eigenvektor Φ ist
charakteristisch fu¨r einen Verzweigungspunkt, die horizontale Tangente λ´ = 0
fu¨r einen Durchschlagspunkt, siehe Abb. 3.4.
3.6.3 Tangenten im Verzweigungspunkt
Im einfachen Verzweigungspunkt schneidet der sekunda¨re den prima¨ren
Last - Verformungspfad. Damit existieren im Verzweigungspunkt zwei Tan-
genten. Die Tangente an den Prima¨rpfad ist im Allgemeinen nicht bekannt.
Die Gro¨ßen q´p, λ´p beschreiben die Tangente an den Prima¨rpfad, fu¨r die Tan-
gente an den Sekunda¨rpfad mu¨ssen q´s, λ´s ermittelt werden. Gl.(3.42) muß,
unabha¨ngig voneinander, fu¨r beide Pfade erfu¨llt sein.
Allein aus Gl.(3.43) ko¨nnen die Tangenten nicht ermittelt werden, da nur
n − 1 voneinander unabha¨ngige Gleichungen vorhanden sind. Es wa¨ren ∞2
Lo¨sungen mo¨glich. Durch Hinzufu¨gen von Normierungsbedingungen, die qi
und/oder λ´ vorgeben, la¨ßt sich der Lo¨sungsumfang fu¨r beide Pfade auf ∞1
reduzieren.
Die zusa¨tzlich notwendige Gleichung zur eindeutigen Bestimmmung der Tan-
genten erha¨lt man, indem die quadratische A¨nderung der Gleichgewichtsbe-
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dingungen ´´Gc, Gl.(3.44), mit Φ multipliziert wird:
ΦT
´´
Gc = ΦT (K ,qq´)q´ + 2Φ
TKˆq´λ´−ΦT Fˆ (λ´)2 = 0. (3.50)
Hier wurden bereits Gl.(3.47) fu¨r den kritischen Punkt und Gl.(3.48) fu¨r
einen Verzweigungspunkt beru¨cksichtigt.
Fu¨r die Gesamtheit aller mo¨glichen Tangentenlo¨sungen wird folgender Ansatz
gewa¨hlt:
q´ = λ´q˜ + αΦ. (3.51)
Hierin sind die Tangentenlo¨sungen q´p und q´s fu¨r den prima¨ren bzw. se-
kunda¨ren Pfad enthalten. q˜ stellt eine spezielle Lo¨sung dar. Sie wird fu¨r
λ´ = 1.0 aus dem folgenden singula¨ren Gleichungssystem berechnet:
Kq˜ = F . (3.52)
Aufgrund der Singularita¨t von K muß zur eindeutigen Bestimmung von q˜
eine Nebenbedingung hinzugefu¨gt werden, z.B.:
q˜ ⊥ Φ → ΦT q˜ = 0, q˜ = q˜⊥. (3.53)
Zur Darstellung von q´p wird entsprechend Gl.(3.51) ebenfalls der Singula¨r-
vektor Φ herangezogen, da q˜ eine spezielle Lo¨sung ist, fu¨r die im Allgemeinen
q˜ 6= qˆp gilt.
Wird in Gl.(3.50) fu¨r q´ Gl.(3.51) eingesetzt, fu¨hrt dies auf die folgende, als
Verzweigungsgleichung bezeichnete, quadratische Gleichung fu¨r λ´:
Aα2 + 2Bαλ´+ Cλ´2 = 0 (3.54)
mit











Die beiden Lo¨sungen fu¨r den linearen Zuwachs des Lastparameters auf dem






B2 − AC. (3.56)
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Im weiteren wird B2 − AC > 0 vorausgesetzt. Der hier noch unbekannte
Wert α wird letztendlich durch die Einfu¨hrung von Normierungsbedingungen
fu¨r den Prima¨r- und den Sekunda¨rpfad berechnet. Die Kleinere der beiden
Lo¨sungen aus Gl.(3.56) gilt in der Regel fu¨r den Sekunda¨rpfad.
Festzuhalten ist an dieser Stelle, dass die Kombination aus folgenden Glei-
chungssystemen und Gleichungen die eindeutige Bestimmung der Tangenten
(λ´p, q´p) und (λ´s, q´s) ermo¨glichte:
1. das lineare Gleichungssystem Gl.(3.43) mit n − 1 unabha¨ngigen Glei-
chungen,
2. die quadratische Verzweigungsgleichung Gl.(3.54),
3. zwei Normierungsbedingungen fu¨r λ´ und/oder q´.
Als Normierungsbedingungen kommen verschiedene Vorgaben in Frage, die
fu¨r den Prima¨r- und Sekunda¨rpfad auch unterschiedlich sein ko¨nnen. Fu¨r die
Tangentenlo¨sung bedeutet dies jedoch lediglich eine Skalierung der Tangente,
ihr prinzipieller Verlauf wird dadurch nicht vera¨ndert. Die konkreten Schritte
bei der numerischen Umsetzung der Tangentenlo¨sung werden in Abschn. 3.8
behandelt.
3.6.4 Asymmetrische und symmetrische Verzweigung
Anhand des Ergebnisses der Verzweigungsgleichung Gl.(3.56) kann fu¨r das
vorliegende Verzweigungsproblem eine detailliertere Klassifizierung vorge-
nommen werden.
Gilt in Gl.(3.54) fu¨r die Koeffizienten A 6= 0 und C 6= 0, lauten die beiden
Tangenten:
λ´p = λ´1 q´
p = λ´pq˜ + αpΦ (3.57)
λ´s = λ´2 q´
s = λ´sq˜ + αsΦ. (3.58)
Das Vorhandensein eines Zuwachses λ´, sowohl auf dem Prima¨r- als auch auf
dem Sekunda¨rpfad, kennzeichnet eine asymmetrische Verzweigung, wie
sie in Abb. 3.5a) dargestellt ist.
Ergeben sich dagegen A = 0 und C 6= 0 lauten die Tangenten:
λ´p = −αp2B
C
q´p = λ´pq˜ + αpΦ (3.59)


















































Abbildung 3.5: Verschiedene Arten von Verzweigungproblemen fu¨r ein
2 - DOF - System
In diesem Fall handelt es sich um symmetrische Verzweigungen, die in
den Abb. 3.5a) und b) abgebildet sind und die sich durch eine horizontale
Tangente an den Sekunda¨rpfad auszeichnen.
Aus mathematischer Sicht sind zur umfassenden Auswertung von Gl.(3.56)
weitere Sonderfa¨lle zu beru¨cksichtigen, beispielsweise B2 − AC = 0, A =
B = C = 0 usw.. Erfahrungsgema¨ß sind diese Spezialfa¨lle, die ausfu¨hrlich
in [61] untersucht werden, mehr theoretischer Natur. Ein in der praktischen
numerischen Rechnung dagegen ha¨ufig vorkommender Sonderfall ist C = 0,
auf den in Abschn. 3.8.2 na¨her eingegangen wird.
3.6.5 Quadratische Pfadinkremente im Verzweigungs-
punkt
Nachdem die Tangenten an den prima¨ren und den sekunda¨ren Pfad bestimmt
wurden, ko¨nnen im na¨chsten Schritt die quadratischen A¨nderungen ´´q und ´´λ
fu¨r die beiden Pfade ermittelt werden. Insbesondere interessieren hier die qua-
dratischen A¨nderungen des sekunda¨ren Pfades, da sie im Fall einer symme-
trischen Verzweigung erst eine endgu¨ltige Klassifizierung ermo¨glichen. Bei ei-
ner asymmetrischen Verzweigung kann durch die Ermittlung der zusa¨tzlichen
Pfadinkremente die Pfadapproximation verbessert werden.
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Fu¨r die Bestimmung der quadratischen Inkremente steht das singula¨re Glei-
chungssystem Gl.(3.44) zur Verfu¨gung:
K´´q − F ´´λ = −
(
(K ,qq´)q´ + 2Kˆq´λ´− Fˆ λ´2
)
. (3.61)
In Gl.(3.61) sind jeweils die bekannten Tangenten q´ und λ´ fu¨r den Prima¨r-
bzw. den Sekunda¨rpfad einzusetzen.
Fu¨r eine eindeutige Bestimmung der quadratischen Inkremente werden auf-
grund der vorliegenden Singularita¨t im Verzweigungspunkt neben Gl.(3.61)
wieder zwei zusa¨tzliche Gleichungen beno¨tigt. Eine Zusatzbedingung ergibt
sich aus der gewa¨hlten Normierung fu¨r den Prima¨r- bzw. Sekunda¨rpfad.
Die zweite zusa¨tzliche Gleichung erha¨lt man, unter Beru¨cksichtigung von
Gl.(3.47) und Gl.(3.48), aus der Multiplikation von Gl.(3.45) fu¨r den be-
trachteten Pfad mit Φ:
ΦT
´´
G´c = 3ΦT (K ,qq´)´´q + 3Φ
TKˆ(q´
´´
λ+ ´´qλ´)− 3ΦT Fˆ λ´´´λ (3.62)




Kq´λ´2 −ΦT ˆˆF λ´3 = 0.




λs, ´´qs stehen somit zur
Verfu¨gung:
1. ein lineares Gleichungssystem Gl.(3.61) fu¨r den jeweiligen Pfad mit n−1
unabha¨ngigen Gleichungen,
2. jeweils eine zusa¨tzliche Gl.(3.62) und
3. fu¨r jeden Pfad eine Normierungsbedingung fu¨r
´´
λ und/oder ´´q.
Hervorzuheben ist, dass das System fu¨r die Bestimmung der Gro¨ßen der
Ordnung k, hier k = 2, immer nur Gro¨ßen der Ordnung ≤ k und damit
ausschließlich schon vorher ermittelte Gro¨ßen entha¨lt.
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3.6.6 Klassifizierung symmetrischer Verzweigungen
Im Fall einer symmetrischen Verzweigung gilt fu¨r den Sekunda¨rpfad λ´s = 0.
Dadurch vereinfacht sich die Berechnung der Kru¨mmung. Mit der Tangen-
tenlo¨sung der symmetrischen Verzweigung aus Abschn. 3.6.4 lauten Gl.(3.61)
und Gl.(3.62):






λs + (αs)3(K ,qqΦΦ)Φ
]
= 0. (3.64)
Durch das Hinzufu¨gen einer Normierungsbedingung ko¨nnen schließlich ´´λs
und ´´qs berechnet werden.










Somit kann eine symmetrische Verzweigung vollsta¨ndig klassifiziert werden
durch:
´´
λs < 0 → symmetrisch instabil
´´
λs > 0 → symmetrisch stabil.
In Abb. 3.5 sind eine symmetrisch stabile - Fall b) - und eine symmetrisch
instabile Verzweigung - Fall c) - symbolisch dargestellt.
Aus praktischer Sicht stellt der Fall einer instabil symmetrischen Verzwei-
gung ein besonders gefa¨hrliches Stabilita¨tsproblem dar, wa¨hrend eine stabil
symmetrische Verzweigung als ein
”
gutartiges“ Problem anzusehen ist, da
hier, im Gegensatz zur symmetrisch instabilen Verzweigung, eine Laststeige-
rung u¨ber den Verzweigungspunkt hinaus mo¨glich ist.
Mit den vorliegenden Lo¨sungen fu¨r die Tangenten und Kru¨mmungen la¨ßt sich
der Sekunda¨rpfad quadratisch approximieren. Soll eine ho¨here Approximati-





G´c usw., zu ermitteln. Zur Klassifizierung eines Verzweigungspro-




Im Durchschlagspunkt gilt λ´ = 0. Gl.(3.43) wird damit erfu¨llt von jedem:
q´ = αΦ. (3.66)
Die Verschiebung im Nachbeulbereich geht in Richtung des Singula¨rvektors.
Ob es sich beim Durchschlagspunkt um ein Lastmaximum oder -minimum
handelt, la¨ßt sich anhand des Vorzeichens von ´´λ feststellen. Zur Bestimmung





−F ´´λ+ (K ,qq´)q´
]
= 0. (3.67)








λ < 0 handelt es sich um einen Durchschlagspunkt mit einem Lastma-
ximum, bei
´´
λ > 0 mit einem Lastminimum. Zusammen mit einer Normie-
rungsbedingung kann, wenn erforderlich, ´´q aus Gl.(3.44) ermittelt werden.
3.7 Koitersche und Verallgemeinerte Nach-
beulanalyse - ein Vergleich
Zwischen der Verallgemeinerten Nachbeulanalyse und der Koiterschen Nach-
beulanalyse muß, insbesondere wenn man die approximierte Fassung nach
Abschn. 3.5 betrachtet, ein enger Zusammenhang bestehen. In [61] ist aus-
fu¨hrlich dargestellt, wie sich die Koitersche Nachbeulanalyse als Spezialfall
in die Behandlung der parametrisierten Gleichgewichtsbedingungen einord-
nen la¨ßt. Im Folgenden werden davon einige Aspekte aufgegriffen, die den
Zusammenhang der beiden Methoden verdeutlichen.
Den Ausgangspunkt der Verallgemeinerten Nachbeulanalyse bildete die Pa-
rametrisierung des prima¨ren und des sekunda¨ren Gleichgewichtspfades u¨ber
einen Pfadparameter
”
s“. Da der prima¨re Pfad in der Koiterschen Nach-
beulanalyse als bekannt vorausgesetzt wird, kann die Parametrisierung jetzt
49
auf die Verschiebungsdifferenz u zwischen Prima¨r- und Sekunda¨rpfad bezo-
gen werden. Ausgehend von (qp(λe), λe) auf dem Prima¨rpfad lautet dann
die Na¨herung fu¨r einen Gleichgewichtspunkt auf dem sekunda¨ren Pfad bei
λ = λe:











´´qs4 + . . .













λs4 + . . . . (3.69)
Aus Gl.(3.51) ergibt sich die Tangente an den sekunda¨ren Pfad ohne den λ´ -
behafteten Term zu:
q´ = αΦ. (3.70)
Einsetzen von Gl.(3.70) in Gl.(3.50) fu¨hrt wieder auf Gl.(3.54) mit den fol-
genden aktuellen Koeffizienten:
A = ΦT (K ,qΦ)Φ
B? = ΦTKˆΦ
C? = −ΦT Fˆ . (3.71)
Es fehlen hierin gegenu¨ber Gl.(3.55) die mit q˜ behafteten Terme.





Wird in der Verallgemeinerten Nachbeulanalyse die Ableitung Fˆ vernachla¨s-
sigt, ergibt sich C? = 0 und damit bei α = 1.0:
λ´s = − A
2B?
= λ1 mit u1 = Φ. (3.73)
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Die Auflo¨sung von Gl.(3.62) nach
´´






















































Werden in Gl.(3.74) Fˆ und
ˆˆ
F vernachla¨ssigt, ergibt sich mit α = 1.0 und
Gl.(3.73) schließlich folgender Zusammenhang:
´´




Im Hinblick auf die Koitersche Nachbeulanalyse bedeutet die Vernachla¨ssi-





Entwicklung der Gleichgewichtslo¨sung im Rahmen der Anfangs - Nachbeul-
analyse“[61]. Dies ist jedoch eine mehr theoretische Aussage, da in der nume-
rischen Berechnung in der Regel Terme wie Fˆ oder
ˆˆ
F gar nicht vorhanden
sind.
Zusammengefaßt kann festgestellt werden, dass die Koitersche Nachbeulana-
lyse in ihrer approximierten Fassung tatsa¨chlich einen Spezialfall der Verall-
gemeinerten Nachbeulanalyse darstellt. Neben ζ = s sind zur U¨berfu¨hrung
einige Terme zu vernachla¨ssigen.
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3.8 Umsetzung der Nachbeulanalyse in einer
numerischen Stabilita¨tsanalyse
Die in den Abschn. 3.5 und 3.6 formulierten Rechenvorschriften fu¨r die in-
krementellen Nachbeulgro¨ßen sind in Berechnungsabla¨ufe fu¨r eine numerische
Stabilita¨tsanalyse umzusetzen. Die Herleitungen erfolgten zwar in einer FEM
- orientierten Formulierung, fu¨r eine U¨bertragung in die numerische Analyse
sind jedoch zusa¨tzliche U¨berlegungen erforderlich. Die folgenden Sachverhal-
te treten dabei unabha¨ngig vom jeweiligen FE - Programm auf, sie betreffen
die FE - Formulierung und Verfahren der linearen Algebra.
Um die Unterschiede bei der Verwendung der Koiterschen Nachbeulanalyse
in ihrer approximierten Fassung (KN-A) nach Abschn. 3.5 und der Verallge-
meinerten Nachbeulanalyse (VN) nach Abschn. 3.6 zu verdeutlichen, werden
hier beide Varianten hinsichtlich ihrer numerischen Umsetzung analysiert.
3.8.1 Spezielle Anpassungen im FEM - Kontext
In Gl.(3.27) der KN-A und in den Gl.(3.43)-(3.45) der VN treten Ablei-
tungen der tangentiellen SteifigkeitsmatrixK im kritischen Punkt nach dem
Lastparameter λ auf. Im Rahmen der FEM ist die Abha¨ngigkeit der Steifig-
keitsmatrix K von λ nicht explizit gegeben. Somit gilt:
Kˆ = Kˆ ,q =
ˆˆ
K = 0. (3.77)
Fu¨r die KN-A hat das zu Folge, dass die beiden Lastparameter λ1 und
λ2 nach Gl.(3.29) bzw. Gl.(3.31) nicht berechnet werden ko¨nnen. In [49]
wird deshalb vorgeschlagen, die implizit gegebenen Abha¨ngigkeiten λ(q) zu
beru¨cksichtigen. Dies fu¨hrt dann auf:
Kˆ = K,qqˆ
p





pqˆp + . . . (3.78)
Werden die Gl.(3.78) verwendet, lassen sich λ1 und λ2 endgu¨ltig ermitteln. In
[61] wird dazu jedoch angemerkt, dass diese Ausdru¨cke nur Na¨herungen der
tatsa¨chlichen Ableitungen nach λ darstellen. Neben der Abha¨ngigkeit von qp
mu¨ßten zusa¨tzlich die Abha¨ngigkeiten von Φ, u2 usw. beru¨cksichtigt werden.
In der VN treten in den Gl.(3.43)-(3.45) zusa¨tzlich noch Ableitungen des
Lastvektors nach λ auf. Beim globalen Vektor der a¨ußeren Lasten F in
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Gl.(3.37) handelt es sich in der Regel um einen festen, von λ unabha¨ngigen
Vektor. Damit entfallen, neben Gl.(3.77), auch folgende Ableitungen:
Fˆ =
ˆˆ
F = 0. (3.79)
Die Koeffizienten der Verzweigungsgleichung Gl.(3.54) vereinfachen sich zu:
A = ΦT (K ,qΦ)Φ
B = ΦT (K ,qΦ)q˜
C = ΦT (K ,qq˜)q˜. (3.80)
Die Bedingungen Kˆ = 0 und Fˆ = 0 haben fu¨r dieVN zur Folge, dass ´´λs nach
Gl.(3.74) fu¨r die asymmetrische bzw. nach Gl.(3.65) fu¨r die symmetrische
Verzweigung nicht berechnet werden ko¨nnen. Damit wa¨re eine Einscha¨tzung
zur Stabilita¨t bzw. Instabilita¨t von symmetrischen Verzweigungen unmo¨glich.
In [61] wird ein Berechnungsgang vorgeschlagen, der auf eine vera¨nderte For-
mulierung fu¨r ´´λs bei einer symmetrischen Verzweigung fu¨hrt. In einem
ersten Schritt wird dabei ´´q ermittelt. Dazu wird Gl.(3.63) transformiert, was
hier nicht weiter dargestellt wird. Schließlich ergibt sich ´´q zu:
´´qs =
´´
λsq˜ + (αs)2˜˜q⊥. (3.81)
Dies gilt nur fu¨r den Fall einer symmetrischen Verzweigung (A = 0). Hierin
ist q˜ aus Gl.(3.52) bekannt, ˜˜q⊥ la¨ßt sich ermitteln als spezielle Lo¨sung des
folgenden, inhomogenen singula¨ren Gleichungssystems:
K˜˜q⊥ = −(K ,qΦ)Φ mit der Nebenbedingung ΦT ˜˜q⊥ = 0. (3.82)
´´qs nach Gl.(3.81) muß Gl.(3.64) erfu¨llen. Somit la¨ßt sich Gl.(3.64) fu¨r den
Fall einer symmetrischen Verzweigung schließlich auflo¨sen zu:
´´




D = ΦT (K ,qqΦΦ)Φ








Da im Nenner jetzt B steht, kann
´´
λs trotz Kˆ = 0 gelo¨st werden. Im sym-
metrischen Verzweigungspunkt gilt somit neben der Tangente an den se-
kunda¨ren Pfad nach Gl.(3.60) fu¨r dessen Kru¨mmung:
´´




λsq˜ + (αs)2˜˜q⊥. (3.85)
Es besteht ein bedeutender Unterschied zu Gl.(3.65), und zwar kann hier eine
Aussage zur Stabilita¨t bzw. Instabilita¨t einer symmetrischen Verzweigung
getroffen werden, ohne den konkreten α - Wert bestimmen zu mu¨ssen.
Soll im Fall einer asymmetrischen Verzweigung zur Verbesserung der
Pfadapproximation
´´
λs ermittelt werden, la¨ßt sich Gl.(3.74) wiederum wegen
Kˆ = 0 und Fˆ = 0 nicht unmittelbar verwenden. Daru¨ber hinaus liegt auch
eine Abha¨ngigkeit
´´
λs(´´qs) vor, was voraussetzt, dass ´´qs bereits bekannt ist.
Zur gleichzeitigen Berechnung der inkrementellen Gro¨ßen
´´
λs und ´´qs wird hier
folgendes Vorgehen empfohlen:
Aus Gl.(3.44) bzw. Gl.(3.62) stehen folgende Gleichungssysteme bzw. Glei-
chungen zur Verfu¨gung:
K´´q − F ´´λ = −(K ,qq´)q´ (3.86)
3ΦT (K ,qq´)´´q = −ΦT (K ,qqq´q´)q´. (3.87)
Zusa¨tzlich ist aufgrund der vorzugebenden Normierungsbedingung, auf de-
ren Wahl in Abschn. 3.8.4 noch eingegangen wird, eine Unbekannte bereits
bekannt, z.B.:
´´q1 = 0. (3.88)
Weiterhin existiert bereits die Tangentenlo¨sung fu¨r den sekunda¨ren Pfad:
q´s = λ´sq˜ + αsΦ. (3.89)
U¨ber die gewa¨hlte Normierungsbedingung wird αs bestimmt, anschließend
wird die Tangentenlo¨sung in Gl.(3.86) und Gl.(3.87) eingesetzt.
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Schließlich ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem:
[
K −F








α2(K ,qΦ)Φ+ 2λ´α(K ,qΦ)q˜ + λ´
2(K ,qq˜)q˜
α3D + 3λ´α2F + 3λ´2αG+ λ´3H
)
. (3.90)
Die Koeffizienten lauten hierin:
D = ΦT (K ,qqΦΦ)Φ
F = ΦT (K ,qqΦΦ)q˜
G = ΦT (K ,qqΦq˜)q˜
H = ΦT (K ,qqq˜q˜)q˜. (3.91)
Bei Gl.(3.90) handelt es sich um ein singula¨res Gleichungssystem. Indem eine
Normierungsbedingung, z.B. Gl.(3.88) eingefu¨gt wird, kann das Gleichungs-
system eindeutig nach ´´q und
´´
λ aufgelo¨st werden.
3.8.2 Sonderfall C = 0
Innerhalb der VN ist der Koeffizient C aus Gl.(3.80) zu ermitteln. In einigen
praktischen Fa¨llen ist die Tangente an den prima¨ren Pfad qˆp auch im Ver-
zweigungspunkt bekannt. Handelt es sich beispielsweise um einen linearen
Prima¨rpfad, kann qˆp0 als spezielle Lo¨sung q˜ in Gl.(3.51) verwendet werden.
Auch fu¨r qˆp muß Gl.(3.50) erfu¨llt sein:
ΦT (K ,qqˆ
p)qˆp = 0. (3.92)
Somit gilt C = 0 nach Gl.(3.80). Damit reduziert sich Gl.(3.54) auf:
Aα2 + 2Bαλ´ = 0. (3.93)
Im Fall der asymmetrischen Verzweigung (A 6= 0) lautet die Tangente
an den sekunda¨ren Pfad somit:
λ´s = − A
2B
α q´s = λ´sqˆp + αsΦ. (3.94)
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Fu¨r die symmetrische Verzweigung (A = 0) ergibt sie sich zu:
λ´s = 0 q´s = αsΦ. (3.95)
Es sei hier nocheinmal darauf hingewiesen, dass in der Regel q˜ 6= qˆp gilt. Die
spezielle Lo¨sung q˜ ist im Verzweigungspunkt durch Gl.(3.52) zu ermitteln.
Gl.(3.52) entspricht wa¨hrend der Pfadverfolgung einem linearen Pra¨diktor-
schritt in
”
c“. Da es sich dabei um ein singula¨res Gleichungssystem handelt,
kann qˆp in
”
c“ nicht berechnet werden. Ha¨ufig wird als Na¨herung die Tan-
gente an den Prima¨rpfad in der Na¨he von
”
c“ verwendet. Erfahrungsgema¨ß
ist auch dieses Vorgehen aufgrund der nahezu singula¨ren tangentiellen Stei-
figkeitsmatrix problematisch. In jedem Fall sollte die so ermittelte Tangente
u¨berpru¨ft werden, beispielsweise durch die Kontrolle einzelner charakteri-
stischer Freiheitsgrade oder der Norm ||qˆp||. Eine falsche Tangentenlo¨sung
qˆp fu¨hrt auf fehlerhafte Nachbeulkoeffizienten und damit mo¨glicherweise zu
Fehleinscha¨tzungen hinsichtlich des Nachbeulverhaltens.
3.8.3 Zur Lo¨sung singula¨rer Gleichungssysteme
Im Verlauf der Nachbeulanalyse sind, sowohl in der Fassung der KN-A als
auch in der VN, singula¨re Gleichungssysteme der Form Kx = y zu lo¨sen.
Innerhalb derKN-A ist zur Bestimmung der Beulform 2. Ordnung Gl.(3.30),
in der VN sind zur Ermittlung der speziellen Lo¨sungen q˜ bzw. ˜˜q⊥ die sin-
gula¨ren Gleichungssysteme Gl.(3.52) bzw. Gl.(3.82) aufzulo¨sen.
Die einzelnen Gleichungssysteme sind im Verzweigungspunkt aufzustellen.
Die tangentielle Steifigkeitsmatrix K erfa¨hrt im einfachen Verzweigungs-
punkt einen einfachen Rangabfall. Dadurch stehen jeweils nur n − 1 un-
abha¨ngige Gleichungen fu¨r n Unbekannte zur Verfu¨gung. Fu¨r eine eindeuti-
ge Lo¨sung x ist eine zusa¨tzliche Bedingung hinzuzufu¨gen. Hierzu exisitiert
eine Vielzahl von mathematischen Lo¨sungsvarianten. Fu¨r die eigenen Nach-
beulanalysen wurden zwei Methoden verwendet, die sich unkompliziert in
numerische Algorithmen umsetzen lassen.
Am Beispiel der speziellen Lo¨sung q˜ aus der VN werden im Folgenden diese
beiden Mo¨glichkeiten dargestellt:
1. Auswahl einer speziellen Lo¨sung x ⊥ Φ aus der Lo¨sungsvielfalt durch
das Hinzufu¨gen einer Orthogonalita¨tsbedingung zum singula¨ren Glei-
chungssystem. Dies bedeutet im speziellen Fall:
ΦT q˜⊥ = 0. (3.96)
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Dieses Gleichungssystem ist regula¨r und kann eindeutig gelo¨st werden.
Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass die Symmetrie der Koeffi-
zientenmatrix erhalten bleibt. Von Nachteil ist jedoch, dass ihre FEM
- typische Bandstruktur zersto¨rt wird, was im Allgemeinen zu einem
gro¨ßerem Speicherbedarf und erho¨hter Rechenzeit fu¨hrt.
Innerhalb dieser Arbeit wurde diese Methode im Algorithmus fu¨r eine
symmetrische Verzweigung, siehe Abschn. 3.8.7, angewendet.
2. Methode nach Nelson [41]. Hierzu wird eine ausgewa¨hlte Verformungs-
komponente in q˜ vorgegeben durch:
q˜i = 0 bei Φi 6= 0. (3.98)
Anschließend wird das singula¨re Gleichungssystem vera¨ndert durch:
Kii = 1, Fi = 0, Kij = Kji = 0 fu¨r j 6= i. (3.99)
Fu¨r q˜1 = 0 und Φ1 6= 0 ergibt sich dann beispielsweise:

1 0 . . . 0



















Aufgrund der hinzugefu¨gten Bedingung ist auch hier die vorhandene
Singularita¨t beseitigt, q˜ kann eindeutig berechnet werden.
Diese Methode wurde fu¨r die Beispielrechnungen in Kapitel 4 im Fall
einer asymmetrischen Verzweigung verwendet, ihr Einsatz wird in Ab-
schn. 3.8.6 innerhalb des zugeho¨rigen Berechnungsablaufes gezeigt.
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3.8.4 Zur Wahl von Normierungsbedingungen
Ha¨ufig interessiert nicht nur die Art des Stabilita¨tsproblems, sondern auch
der Verlauf des sekunda¨ren Gleichgewichtspfades in der Umgebung des Ver-
zweigungspunktes. Eine Nachbeulanalyse in den praktisch relevanten Fas-
sungen (KN-A und VN) liefert Pfadapproximationen in Abha¨ngigkeit von
den Parametern ζ bzw. s, die erst einmal abstrakte Gro¨ßen darstellen. Fu¨r
eine konkrete Pfadbeschreibung ist zwischen den Pfadparametern ζ bzw. s
und den berechneten inkrementellen Gro¨ßen λ1, λ2, . . . bzw. λ´,
´´
λ, . . . ein Zu-
sammenhang herzustellen. Dies geschieht durch das Hinzufu¨gen von Normie-
rungsbedingungen, was im Folgenden am Beispiel der VN gezeigt wird.
Bei den Herleitungen in Abschn. 3.6 wurde schon an verschiedenen Stellen
darauf hingewiesen, dass zur Ermittlung der inkrementellen Zuwa¨chse not-
wendigerweise Normierungsbedingungen hinzuzufu¨gen sind. Die auftretenden
singula¨ren Gleichungssysteme lassen sich nur dann eindeutig auflo¨sen, wenn
eine zusa¨tzliche, sich unmittelbar aus der gewa¨hlten Normierung ergebende
Gleichung zur Verfu¨gung steht.
Als Normierung fu¨r s wird ha¨ufig die maximale Durchbiegung oder der Last-
parameter gewa¨hlt. Diese Bedingungen stellen Spezialfa¨lle der folgenden li-
nearen Nebenbedingung dar:
s = kq
T (q(s)− qc)) + kλ (λ(s)− λc) . (3.101)
Hierin entha¨lt kq die Koeffizienten fu¨r das Verformungsinkrement, kλ den
Koeffizienten des Lastinkrementes. Eine Reihenentwicklung von Gl.(3.101)
am kritischen Punkt liefert folgende Normierungsbedingungen:
1 = kq
T q´ + kλλ´
0 = kq
T ´´q + kλ
´´
λ
. . . (3.102)
Bei Parametrisierung u¨ber λ lautet Gl.(3.101) beispielsweise:
s = (λ(s)− λc) (kq = 0, kλ = 1.0). (3.103)





λ´ = . . . = 0. (3.104)
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Die Wahl der Normierungsbedingung ist nicht beliebig. Die vorstehende Be-
dingung ko¨nnte beispielsweise nicht fu¨r den sekunda¨ren Pfad bei einer sym-
metrischen Verzweigung oder fu¨r den Pfad durch einen Durchschlagspunkt
verwendet werden, da hier λ´ = 0 gelten muß.
Ha¨ufig wird s auch mit einem Freiheitsgrad aus q, z.B. dem fu¨r die maximale
Durchbiegung max w, belegt:
s = (max w(s)−max wc) (kλ = 0). (3.105)
Fu¨r die inkrementellen Gro¨ßen ergeben sich dann folgende Vorgaben:
w´ = 1.0, ´´w =
´´
w´ = . . . = 0. (3.106)
Fu¨r die Tangente ist die Wahl des Pfadparameters, außer mit den oben
erwa¨hnten Einschra¨nkungen hinsichtlich λ´, prinzipiell beliebig. Die unter-
schiedlichen Normierungen bewirken lediglich eine Skalierung der Tangente.
Werden allerdings die Pfade quadratisch approximiert, was z.B. bei einer
symmetrischen Verzweigung notwendig ist, hat die gewa¨hlte Normierungsbe-
dingung erheblichen Einfluß auf die Gu¨te der Approximation des Gleichge-
wichtspfades. Dieses Problem stellt sich vor allem dann, wenn auch Gleich-
gewichtszusta¨nde in gro¨ßerer Entfernung zum kritischen Punkt approximiert
werden sollen.
In [61] wird anstelle der linearen eine quadratische Nebenbedingung verwen-
det. Entsprechend der Bogenla¨nge des Pra¨diktorschrittes aus dem Bogenla¨n-
genverfahren lautet diese Nebenbedingung:
∆s2 = q´T q´ + λ´2 = ‖(λ´q˜ + αΦ)‖+ λ´2. (3.107)
Im Fall der asymmetrischen Verzweigung mit A 6= 0, C ∈ R la¨ßt sich
Gl.(3.54) auch nach α1,2(λ´) auflo¨sen. Anschließend werden die Lo¨sungen fu¨r
α1,2(λ´) in Gl.(3.107) eingesetzt und nach dem Lastinkrement λ´(∆s) aufgelo¨st.
Gibt man jetzt in der Rechnung das Bogenla¨ngeninkrement ∆s vor, erha¨lt
man die beiden Lo¨sungen fu¨r λ´. Eingesetzt in α1,2(λ´) lauten α1 und α2 fu¨r





















Handelt es sich dagegen um eine symmetrische Verzweigung mit A = 0












Festzuhalten ist, dass eine allgemein gu¨ltige Normierungsvorschrift nicht exi-
stiert. In einigen Vero¨ffentlichungen wird prinzipiell von einer Normierung
des Lastinkrementes ausgegangen, siehe Gl.(3.103) und (3.104). Dies ist je-
doch nur im Falle einer asymmetrischen Verzweigung mo¨glich, siehe oben!
Inwieweit eine gewa¨hlte Normierungsbedingung das tatsa¨chliche Struktur-
verhalten erfaßt, ist stark von der Erfahrung des Anwenders abha¨ngig. Fu¨r
praktische Fa¨lle, bei denen sich der Verformungszustand auf dem sekunda¨ren
Pfad durch zusa¨tzliche Biegeverformungen auszeichnet, wie es beispielsweise
in den Anwendungsbeispielen des Kapitels 4 der Fall ist, ist die Normierung
u¨ber die maximale Durchbiegungsamplitude zu empfehlen.
3.8.5 Ableitungen der Steifigkeitsmatrix K
Im Verlauf der Nachbeulanalyse sind Ableitungen der Steifigkeitsmatrix K
zu ermitteln. Die Ableitungen haben grundsa¨tzlich nach sa¨mtlichen Verfor-
mungsfreiheitsgraden zu erfolgen. Beschra¨nkt man sich auf eine quadratische
Approximation der Gleichgewichtspfade, sind erste und zweite Ableitungen,
wie beispielsweise (K ,qΦ) oder (K ,qqΦΦ), bereitzustellen.
Die erforderlichen Ableitungen von K ko¨nnen bereits bei der Formulierung
eines Finiten Elementtyps, innerhalb des Programmcodes, vorgesehen wer-
den. In [24] sind die dafu¨r erforderlichen Schritte am Beispiel eines Schalen-
elementes dargestellt. Diese Vorgehensweise besitzt den Vorteil, dass exakte
Ableitungen von K mo¨glich sind. Von Nachteil ist aber, dass die erforderli-
chen Ableitungen fu¨r jeden Finiten Elementtyp neu aufgestellt und program-
miert werden mu¨ssen. In den am meisten verbreiteten FEM - Programmen
stehen diese Ableitungen nicht zur Verfu¨gung.
Es ist deshalb u¨blich, die Ableitungen von K durch numerische Differentia-
tion zu erzeugen. Dieses Vorgehen ist unabha¨ngig vom jeweiligen Element-
typ. Allerdings sind Genauigkeitseinbußen zu verzeichnen, die besonders bei
ho¨heren Ableitungen problematisch sein ko¨nnen. Mathematische Grundlagen
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zur numerischen Differentiation sind in [18] und [56], die U¨bertragung auf die
numerische Analyse beispielsweise in [49] zu finden.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde ebenfalls von der numerischen Differentia-
tion Gebrauch gemacht.
Im Folgenden ist noch einmal zusammengestellt, an welchen Stellen Ableitun-
gen vonK bei derVN auftreten. Fu¨r die Berechnung des linearen Inkrements
λ´ werden entsprechend Gl.(3.80) folgende skalare Gro¨ßen beno¨tigt:
A = ΦT (K ,qΦ)Φ
B = ΦT (K ,qΦ)q˜
C = ΦT (K ,qq˜)q˜.
Handelt es sich um eine symmetrische Verzweigung, sind zusa¨tzlich fu¨r die
Berechnung von
´´
λ nach Gl.(3.84) bereitzustellen:
D = ΦT (K ,qqΦΦ)Φ
E = ΦT (K ,qΦ)˜˜q
⊥.
Weiterhin muß fu¨r die Ermittlung von ˜˜q⊥ nach Gl.(3.82) als vektorielle Gro¨ße
berechnet werden:
(K ,qΦ)Φ.
Sollen im Falle einer asymmetrischen Verzweigung
´´
λ und ´´q berechnet wer-
den, sind entsprechend Gl.(3.91) zu bestimmen:
D = ΦT (K ,qqΦΦ)Φ
F = ΦT (K ,qqΦΦ)q˜
G = ΦT (K ,qqΦq˜)q˜
H = ΦT (K ,qqq˜q˜)q˜.
Zusa¨tzlich sind folgende Vektoren zu ermitteln:
(K ,qΦ)Φ, (K ,qΦ)q˜, (K ,qq˜)q˜.
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Ganz allgemein sind erste und zweite Richtungsableitungen der Form K ,qx
bzw. K ,qqxy zu bilden.
Die erste Ableitung der Steifigkeitsmatrix kann durch ein Vorwa¨rtsdifferen-
zenverfahren folgendermaßen approximiert werden:
K ,qx ≈ 1

(K(qc + x)−K(qc)) . (3.110)
Zur Steigerung der Genauigkeit kann ein zentrales Differenzenverfahren ver-
wendet werden:
K ,qx ≈ 1
2
(K(qc + x)−K(qc − x)) . (3.111)
Gegenu¨ber dem Vorwa¨rtsdifferenzenverfahren erfordert das zentrale Diffe-
renzenverfahren ein zweimaliges Aufstellen der Steifigkeitsmatrix sowohl bei
(qc + x) als auch bei (qc − x) und damit einen erho¨hten Speicherbedarf.
Die zweite Ableitung kann fu¨r x = y ermittelt werden durch:
K ,qqxx ≈ 1
2
(K(qc + x)− 2K(qc) +K(qc − x)) . (3.112)
Innerhalb der numerischen Rechnung wird jeder Term in den Differentiati-
onsvorschriften sofort mit einem Vektor nachmultipliziert. Dadurch mu¨ssen
keine Matrizen, sondern lediglich Vektoren abgespeichert werden.
Der vollsta¨ndige Differentiationsausdruck lautet beispielsweise fu¨r den Koef-
fizienten B:
B = ΦT (K ,qΦ)q˜ =
1
2
ΦT (K(qc + x)q˜ −K(qc − x)q˜) . (3.113)
Innerhalb der verschiedenen Gesamtausdru¨cke fu¨r A,B,C usw. ist eine Um-
ordnung der vektoriellen Gro¨ßen mo¨glich. Dadurch ko¨nnen zum einen die
zweiten Ableitungen auf die Form K ,qqxx gebracht werden und zum an-
deren wird innerhalb der numerischen Rechnung der Berechnungsaufwand
verringert.
In Anlehnung an [49] lassen sich die skalaren Gro¨ßen der Nachbeulanalyse
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folgendermaßen effektiv berechnen:
A = ΦT (K ,qΦ)Φ =
1
2
ΦT (h1+ − h1−)
B = ΦT (K ,qΦ)q˜ =
1
2
ΦT (h2+ − h2−)
C = ΦT (K ,qq˜)q˜ =
1
2
ΦT (h4+ − h4−)
D = ΦT (K ,qqΦΦ)Φ =
1
2
ΦT (h1+ + h1−) (3.114)




˜˜q⊥T (h1+ − h1−)
F = ΦT (K ,qqΦΦ)q˜ =
1
2
q˜T (h1+ + h1−)
G = ΦT (K ,qqΦq˜)q˜ =
1
2
ΦT (h3+ + h3−)
H = ΦT (K ,qqq˜q˜)q˜ =
1
2
q˜T (h3+ + h3−).
Hierin sind h1+, h1−, h2+ usw. Hilfsvektoren, die vorab zu ermitteln sind. Sie
lauten im Einzelnen:
h1+ =K(qc + Φ)Φ h1− =K(qc − Φ)Φ
h2+ =K(qc + Φ)q˜ h2− =K(qc − Φ)q˜
h3+ =K(qc + q˜)Φ h3− =K(qc − q˜)Φ
h4+ =K(qc + q˜)q˜ h4− =K(qc − q˜)q˜.
(3.115)
Der Differentiationsparameter  kann erheblichen Einfluß auf die Genauigkeit
der Ergebnisse besitzen, insbesondere, wenn zweite Ableitungen zu ermitteln





In [49] wird dieser Ausdruck jedoch sofort wieder in Frage gestellt, indem auf
die Problemabha¨ngigkeit aufmerksam gemacht wird.
Diese Aussage kann durch die eigenen Untersuchungen besta¨tigt werden, die
zum Teil erheblich gro¨ßere  - Werte erforderten. Eine formelma¨ßige Festle-
gung von  ist demnach kritisch zu bewerten. Speziell bei zweiten Ableitungen
vonK ist die Sensitivita¨t der Ableitung gegenu¨ber  zu u¨berpru¨fen. Es kann
erforderlich sein, fu¨r erste und zweite numerische Ableitungen unterschiedli-
che  - Werte zu verwenden.
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3.8.6 Berechnungsalgorithmus fu¨r eine Nachbeulana-
lyse bei asymmetrischer Verzweigung
Der folgende, im FE - Programmsystem SLang [6] erstellte Berechnungsab-
lauf postbuckling-asymm.s, zeigt beispielhaft die Berechnung der linea-
ren und quadratischen Nachbeulparameter bei einer asymmetrischen Ver-
zweigung fu¨r eine spezielle Anwendung.
Das FE - Modell einschließlich der Randbedingungen - hier am Beispiel eines
Schalensegmentes mit KS = 20 aus Abschn. 4.5 - wurde vorab erzeugt und in
der Datei K20.save bina¨r abgespeichert. Die Struktur besitzt insgesamt 3825
globale Freiheitsgrade. In einer Vorlaufrechnung wurde der Verzweigungs-
punkt durch eine lineare Stabilita¨tsanalyse ermittelt. In der Datei K20-c.rst
wurden der auf ||Φc|| = 1.0 normierte Singula¨rvektor sing-vector und
der Verschiebungszustand im Verzweigungspunkt disp_critical abgespei-
chert. Außerdem wurde im Zustand
”
0“ die Tangente an den prima¨ren Pfad,
primary_tangent, berechnet. Es wird von einem linearen Prima¨rpfad aus-
gegangen.
Die Bezeichnungen fu¨r die Hilfsvektoren zur Berechnung der Nachbeulkoef-
fizienten orientieren sich an Abschn. 3.8.5. Die Ableitungen der Steifigkeits-
matrix erfolgen durch numerische Differentiation, wobei fu¨r erste Ableitun-
gen zentrale Differenzen ( =epsilon_1), fu¨r zweite Ableitungen Vorwa¨rts-
differentiationen ( =epsilon_2) verwendet werden.
%%% File: postbuckling-asymm.s %%%
string create,, 30, model/
string read,, model K20,/
string append,, 2 model ".save", filename/
structure restore,, filename,/
global restraints, remove_rot_singular,,/
string append, replace, 2 model "_c.rst", filename/
input file, replace binary real vector, filename, sing_vector/
input file, replace binary real vector, filename, disp_critical/
input file, replace binary real vector, filename, primary_tangent/
object copy,, primary_tangent, q_special/
Einlesen der Ergebnisse fu¨r den Verzweigungspunkt: Φc mit
||Φc|| = 1.0 und qc. Als spezielle Lo¨sung q˜ wird hier die Tan-
gente an den prima¨ren Pfad qˆp verwendet. Voruntersuchungen
ergaben, dass es sich beim kritischen Stabilita¨tspunkt um eine
Gleichgewichtsverzweigung handelt.
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object create, real replace,, epsilon_1/
object read,, epsilon_1 1.0e-3,/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
sing_vector epsilon_1, disp_modi+/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
sing_vector \chs epsilon_1, disp_modi-/
node merge, doflist displacements, disp_modi+,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k+/
compact multiply, replace c_y, comp_k+ sing_vector, h1+/
compact multiply, replace c_y, comp_k+ q_special, h2+/
node merge, doflist displacements, disp_modi-,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k-/
compact multiply, replace c_y, comp_k- sing_vector, h1-/
compact multiply, replace c_y, comp_k- q_special, h2-/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
q_special epsilon_1, disp_modi+/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
q_special \chs epsilon_1, disp_modi-/
node merge, doflist displacements, disp_modi+,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k+/
compact multiply, replace c_y, comp_k+ q_special, h4+/
node merge, doflist displacements, disp_modi-,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k-/





Bereitstellen der Hilfsvektoren h1+, h1−, h2+, h2−, h4+, h4−
entsprechend Gl.(3.115). Als Differentiationsparameter fu¨r
die numerische Differentiation wird hier  = 0.001 verwen-
det.
linalg lincomb, replace, 2 h1+ 1.0 h1- -1.0, A_1/
object operate, \div, A_1 epsilon_1,/
object operate, \div, A_1 2.0,/
linalg multiply, replace trans_first, sing_vector A_1, A/
linalg lincomb, replace, 2 h2+ 1.0 h2- -1.0, B_1/
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object operate, \div, B_1 epsilon_1,/
object operate, \div, B_1 2.0,/
linalg multiply, replace trans_first, sing_vector B_1, B/
linalg lincomb, replace, 2 h4+ 1.0 h4- -1.0, C_1/
object operate, \div, C_1 epsilon_1,/
object operate, \div, C_1 2.0,/
linalg multiply, replace trans_first, sing_vector C_1, C/
object create, real replace,, lambda_linear/





Es wird der lineare Nachbeulkoeffizient λ´s berechnet (fu¨r
α = 1.0). Da als spezielle Lo¨sung die prima¨re Tangente ver-
wendet wird, kann von der vereinfachten Rechnung nach Ab-
schn. 3.8.2 Gebrauch gemacht werden. Es ergibt sich C ≈ 0.
Die Ermittlung der einzelnen Koeffizienten A,B,C erfolgt
nach Gl.(3.114). Da es sich um eine asymmetrische Verzwei-
gung handelt, sind A und lambda_linear verschieden von 0.
control gosub,, control_secondary_tangent,/
object create, real replace,, alpha/
object extract, row replace, sing_vector 1921, mode_middle/
object modify,, alpha \div 1.0 mode_middle,/
object operate, \mul, lambda_linear alpha,/
linalg lincomb, replace, 2 q_special lambda_linear
sing_vector alpha, q_linear/
An dieser Stelle wird die Normierungsbedingung fu¨r den Pfad-
parameter s nach Abschn. 3.8.4 eingefu¨hrt. In diesem Beispiel
wurde dafu¨r die Durchbiegung des Schalensegmentes in Feld-
mitte (DOF 1921) festgelegt, siehe dazu Gl.(3.105).
object create, real replace,, epsilon_2/
object read,, epsilon_2 10.0,/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
sing_vector epsilon_2, disp_modi+/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
sing_vector \chs epsilon_2, disp_modi-/
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node merge, doflist displacements, disp_modi+,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k+/
compact multiply, replace c_y, comp_k+ sing_vector, h1+/
node merge, doflist displacements, disp_modi-,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k-/
compact multiply, replace c_y, comp_k- sing_vector, h1-/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
q_special epsilon_2, disp_modi+/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
q_special \chs epsilon_2, disp_modi-/
node merge, doflist displacements, disp_modi+,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k+/
compact multiply, replace c_y, comp_k+ sing_vector, h3+/
node merge, doflist displacements, disp_modi-,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k-/





Bereitstellen der Hilfsvektoren h1+, h1−, h3+, h3− entspre-
chend Gl.(3.115). Der Differentiationsparameter  wird
hierfu¨r neu definiert, in diesem Beispiel durch  = 10.0. Erfah-
rungsgema¨ß sind fu¨r die zutreffende Ermittlung von zweiten
Ableitungen der Steifigkeitsmatrix nach Gl.(3.114) gro¨ßere 
- Werte als bei ersten Ableitungen no¨tig.
linalg lincomb, replace, 2 h1+ 1.0 h1- 1.0, D_1/
object operate, \div, D_1 \pow epsilon_2 2.0,/
linalg multiply, replace trans_first, sing_vector D_1, D/
object copy, replace, D_1, F_1/
linalg multiply, replace trans_first, q_special F_1, F/
linalg lincomb, replace, 2 h3+ 1.0 h3- 1.0, G_1/
object operate, \div, G_1 \pow epsilon_2 2.0,/
linalg multiply, replace trans_first, sing_vector G_1, G/
object copy, replace, G_1, H_1/






Zur Berechnung der quadratischen Pfadinkremente
´´
λ und ´´q
sind vorab die Koeffizienten D,F,G,H nach Gl.(3.114) zu
ermitteln.
linalg lincomb, replace, 3 A_1 \pow alpha 2.0
B_1 \mul \mul 2.0 lambda_linear alpha C_1 \pow
lambda_linear 2.0, rhs_1/
linalg lincomb, replace, 2 B_1 \mul 3.0 lambda_linear
A_1 \mul 3.0 alpha, lhs/
object create, real replace,, rhs_2/
object modify,, rhs_2 \add \add \add \mul D \pow alpha 3.0
\mul \mul \mul F 3.0 lambda_linear \pow alpha 2.0 \mul \mul \mul
G 3.0 \pow lambda_linear 2.0 alpha \mul H \pow lambda_linear 3.0,/
node merge, doflist displacements, disp_critical,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace full,, full_k_c/
object create, real replace matrix, 3826 3826, koeff_matrix/
object assemble, part, full_k_c koeff_matrix 1 1,/
object delete,, full_k_c,/
object create, real replace,, zero/
object read,, zero 0.0,/
object operate, \chs, global_l,/
object assemble, part, global_l koeff_matrix 1 3826,/
object append, add_rows, lhs zero,/
linalg transpose, replace, lhs, lhs_trans/
object assemble, row, lhs_trans koeff_matrix 3826,/
object create, real replace vector, 3826, p_vector/
object initialize,, p_vector 0.0,/
object modify,, p_vector (1921) 1.0,/
linalg transpose,, p_vector, p_vector_trans/
object assemble, row, p_vector_trans koeff_matrix 1921,/
object assemble, column, p_vector koeff_matrix 1921,/
object copy, replace, rhs_1, rhs/
object append, add_rows, rhs rhs_2,/
object operate, \chs, rhs,/
object modify,, rhs (1921) 0.0,/
linalg solve, replace exact, koeff_matrix rhs, solution/
object extract, replace part, solution 1 3825, q_quadratic/
object extract, replace row, solution 3826, lambda_quadratic/
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output print,, lambda_quadratic,/
Aufstellen des linearen Gleichungssystems nach Gl.(3.90),
Einarbeitung der Normierungsbedingung ´´q1921 = 0.0 und
Lo¨sen des Gleichungssystems.
monitor allocate, replace, 1,/
monitor create,, 1 0.55 0.1 0.4 0.4, deformation/
node merge,, q_quadratic,/





linalg lincomb, replace, 2 q_special lambda_linear
sing_vector 1.0, q_linear/
global vector, load, 2 loads_front 0.5 loads_back 0.5, global_l/
node merge, doflist displacements, disp_critical,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace full,, full_k_c/
linalg multiply, replace, full_k_c q_linear, res_1/
linalg lincomb, replace, 2 res_1 1.0 global_l
\chs lambda_linear, result/




Kontrolle der ermittelten Tangentenlo¨sung fu¨r den se-
kunda¨ren Pfad. Es muß gelten: Gl.(3.43) mit q´ = λ´qˆp + Φ
(α = 1.0).
#label control_secondary_curvature
node merge, doflist displacements, disp_critical,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace full,, full_k_c/
linalg multiply, replace, full_k_c q_quadratic, res_2/
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linalg lincomb, replace, 3 res_2 1.0
global_l \chs lambda_quadratic rhs_1, result/
linalg norm, replace, result, control_2/
output print,, control_2/
control return,,,/
Kontrolle der ermittelten Lo¨sungen fu¨r die quadratischen In-
kremente. Es muß gelten: Gl.(3.44) mit q´ = λ´qˆp+Φ (α = 1.0)
und Kˆ = Fˆ = 0.
#label output_file
output file, noappend binary, lambda_linear, K20_pb.rst/
output file, append binary, lambda_quadratic, K20_pb.rst/
output file, append binary, q_linear, K20_pb.rst/
output file, append binary, q_quadratic, K20_pb.rst/
control return,,,/
Zur korrekten Ermittlung der quadratischen Inkremente sind in der Regel
mehrere Durchla¨ufe no¨tig. Der Differentiationsparameter epsilon_2 besitzt
einen großen Einfluß auf die Ergebnisse der numerischen Differentiation. Es
ist abzusichern, dass epsilon_2 so gewa¨hlt wird, dass die Lo¨sung fu¨r ´´λ zu-
verla¨ssig ist, das heißt sich auch bei geringfu¨gig gea¨ndertem Differentiations-
parameter ein konstanter Wert einstellt.
Der Vorteil der hier angegebenen Routine liegt in der gleichzeitigen Berech-
nung der quadratischen Inkremente ´´λ, ´´q durch ein lineares Gleichungssystem.
Von Nachteil ist, dass die entstehende Koeffizientenmatrix koeff_matrix un-
symmetrisch ist. Eine Verwendung von effektiveren Dreiecksmatrizen ist da-
mit unmo¨glich. Außerdem weist die Koeffizientenmatrix keine Bandstruktur
auf, was sich neben der Verwendung der vollen Matrix ebenfalls ungu¨nstig
auf die Rechenzeit auswirkt. Weiterhin stellte sich das zwischenzeitlich gleich-
zeitige Vorhandensein der Dreiecksmatrix full_k_c und der vollsta¨ndigen
Matrix koeff_matrix als problematisch heraus. Beide Matrizen mu¨ssen ge-
meinsam im Arbeitsspeicher gehalten werden, was entsprechende Ressourcen
erfordert. Zur Vermeidung dieses Problems sind effektivere Speicherstruktu-
ren mo¨glich, was hier aber nicht weiter verfolgt wurde.
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3.8.7 Berechnungsalgorithmus fu¨r eine Nachbeulana-
lyse bei symmetrischer Verzweigung
Der nachfolgende Algorithmus postbuckling-symm.s erlaubt im Fall ei-
ner symmetrischen Verzweigung eine Nachbeulanalyse. Der Algorithmus
wurde bei der Stabilita¨tsanalyse von Platten aus Abschn. 4.4 verwendet.
Beim konkreten Fall handelt es sich um eine quadratische, gleichfo¨rmig druck-
beanspruchte Platte mit b/t = 60 und RB 0, siehe Abschn. 4.4.1. Das
FE - Modell einschließlich der Randbedingungen ist in der bina¨ren Datei
plate_1_60_RB0.save abgespeichert. Ansonsten gelten die in Abschn. 3.8.6
gemachten Vorbemerkungen.
%%% File: postbuckling-symm.s %%%
string create,, 30, model/
string read,, model plate_1_60_RB0,/
string append,, 2 model ".save", filename/
structure restore,, filename,/
global restraints, remove_rot_singular,,/
string append, replace, 2 model "_c.rst", filename/
input file, replace binary real vector, filename, sing_vector/
input file, replace binary real vector, filename, disp_critical/
input file, replace binary real vector, filename, primary_tangent/
object copy,, primary_tangent, q_special/
monitor allocate, replace, 1,/
monitor create,, 1 0.55 0.1 0.4 0.4, deformation/
node merge,, sing_vector,/
structure view, reference nonodes nosymbols, 1 0 0 -90 10,/
object create, real replace,, epsilon_1/
object read,, epsilon_1 1.0e-3,/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
sing_vector epsilon_1, disp_modi+/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
sing_vector \chs epsilon_1, disp_modi-/
node merge, doflist displacements, disp_modi+,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k+/
compact multiply, replace c_y, comp_k+ sing_vector, h1+/
compact multiply, replace c_y, comp_k+ q_special, h2+/
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node merge, doflist displacements, disp_modi-,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k-/
compact multiply, replace c_y, comp_k- sing_vector, h1-/
compact multiply, replace c_y, comp_k- q_special, h2-/
linalg lincomb, replace, 2 h1+ 1.0 h1- -1.0, A_1/
object operate, \div, A_1 epsilon_1,/
object operate, \div, A_1 2.0,/
linalg multiply, replace trans_first, sing_vector A_1, A/
linalg lincomb, replace, 2 h2+ 1.0 h2- -1.0, B_1/
object operate, \div, B_1 epsilon_1,/
object operate, \div, B_1 2.0,/
linalg multiply, replace trans_first, sing_vector B_1, B/
object create, real replace,, lambda_linear/




Als spezielle Lo¨sung q˜ wurde wieder die Tangente an den
prima¨ren Pfad qˆp verwendet. Damit muß C nicht berech-
net werden, in der numerischen Analyse gilt C ≈ 0. Die
vereinfachte Rechnung nach Abschn. 3.8.2 ergibt hier λ´ =
−8.1298e − 08 ≈ 0. Damit handelt es sich um eine symme-
trische Verzweigung. Zur Klassifizierung der symmetrischen




node merge, doflist displacements, disp_critical,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace full,, full_k_c/
object info,, sing_vector, nr_of_rows/
object modify, add, nr_of_rows 1,/
object create, replace lower_triangle real, nr_of_rows,
koeff_matrix_lt/
object assemble, part, full_k_c koeff_matrix_lt 1 1,/
object delete,, full_k_c,/
object create, replace real,, one/
object modify,, one 1.0,/
object copy, replace, sing_vector, sing_vector_modi/
object append, add_rows, sing_vector_modi one,/
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linalg transpose,, sing_vector_modi, sing_vector_modi_trans/




object extract, compact replace, koeff_matrix_lt,
koeff_matrix_comp/
object delete,, koeff_matrix_lt,/
compact factorize, replace, koeff_matrix_comp, koeff_matrix_sky/
linalg lincomb, replace, 2 h1+ 1.0 h1- -1.0, rhs/
object operate, \div, rhs epsilon_1,/
object operate, \div, rhs 2.0,/
object operate, \mul, rhs -1.0,/
object create, replace real,, zero/
object modify,, zero 0.0,/
object append, add_rows, rhs zero,/
compact solve, replace, koeff_matrix_sky rhs, q_ss_full/
object info,, sing_vector, nr_of_rows/
object extract, part replace, q_ss_full 1 nr_of_rows, q_ss/




structure view, reference nonodes nosymbols, 1 0 0 -90 1000,/
Im vorstehenden Berechnungsblock wird die spezielle Lo¨sung
˜˜q⊥ (=q_ss) nach Gl.(3.82) ermittelt. Dem singula¨ren Glei-
chungssystem wird hier entsprechend Abschn. 3.8.3 die Ne-
benbedingung ΦT ˜˜q⊥ = 0 hinzugefu¨gt, wodurch eine eindeuti-
ge Lo¨sung mo¨glich wird. Die Symmetrie der Koeffizientenma-
trix bleibt erhalten, so dass hier vorteilhaft mit Dreiecksma-
trizen (koeff_matrix_lt) und Matrizen in kompakter Spei-
cherform (koeff_matrix_comp) gearbeitet werden kann. Am
Ende des Berechnungsblockes erfolgt eine Kontrolle und Dar-
stellung der berechneten Lo¨sung ˜˜q⊥.
linalg lincomb, replace, 2 h1+ 1.0 h1- -1.0, E_1/
object operate, \div, E_1 epsilon_1,/
object operate, \div, E_1 2.0,/
linalg multiply, replace trans_first, q_ss E_1, E/
object create, real replace,, epsilon_2/
object read,, epsilon_2 50.0,/
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linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
sing_vector epsilon_2, disp_modi+/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0
sing_vector \chs epsilon_2, disp_modi-/
node merge, doflist displacements, disp_modi+,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k+/
compact multiply, replace c_y, comp_k+ sing_vector, h1+/
node merge, doflist displacements, disp_modi-,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness replace,, comp_k-/
compact multiply, replace c_y, comp_k- sing_vector, h1-/
linalg lincomb, replace, 2 h1+ 1.0 h1- 1.0, D_1/
object operate, \div, D_1 \pow epsilon_2 2.0,/
linalg multiply, replace trans_first, sing_vector D_1, D/
object create, replace real,, lambda_quadratic/
object modify,, lambda_quadratic \mul \div \add D
\mul 3 E \mul 3 B -1.0,/
output print,, lambda_quadratic,/
Die Berechnung des quadratischen Nachbeulparameters
´´
λ
(=lambda_quadratic) erfolgt nach Gl.(3.83) fu¨r α = 1.0. Im
konkreten Fall ergibt sich
´´
λ = 1.1994. Damit handelt es sich
hier um eine symmetrisch stabile Verzweigung.
Auf die Darstellung nachgeordneter Schritte wie das Abspeichern der Ergeb-
nisse und das Aufstellen einer Normierungsbedingung, die hier zur Klassifi-




Die Ergebnisse einer Nachbeulanalyse ko¨nnen, wie in den Abschn. 3.4 und
3.6 beschrieben, dazu verwendet werden, eine Approximation fu¨r den Se-
kunda¨rpfad zu erzeugen. Die erwa¨hnten Schwierigkeiten wie beispielsweise
bei der numerischen Differentiation oder der Wahl einer zutreffenden Nor-
mierungsbedingung beeintra¨chtigen jedoch diese Vorgehensweise. Alternativ
bietet sich innerhalb der numerischen Stabilita¨tsanalyse an, im Verzweigungs-
punkt einen Pfadwechsel auf den sekunda¨ren Pfad vorzunehmen und diesen
Pfad anschließend mit den bekannten Verfahren weiterzuverfolgen.
Fu¨r den Pfadwechsel ko¨nnen die Ergebnisse der Nachbeulanalyse verwen-
det werden [11, 31, 51]. Nach Abschn. 3.6.4 lautet die Tangente an den se-
kunda¨ren Pfad im allgemeinen Fall mit C 6= 0 bei einer asymmetrischen
Verzweigung:
λ´s = λ´2 q´
s = λ´sq˜ + αsΦ.
Fu¨r eine symmetrische Verzweigung ist dies:
λ´s = 0 q´s = αsΦ.
Indem ein Bogenla¨ngeninkrement ∆s vorgegeben wird, lassen sich entspre-
chend Abschn. 3.8.4 die konkreten αs - Werte berechnen.
Diese Tangentenlo¨sung wird, ausgehend vom Verzweigungspunkt (λc, qc), als
Pra¨diktor fu¨r den sekunda¨ren Pfad verwendet. Durch eine anschließende Kor-
rektoriteration erfolgt ein Wechsel vom prima¨ren auf den sekunda¨ren Pfad.




c + q´s. (3.117)
Daneben existiert eine einfachere Pfadwechselmethode, die ohne vorherige
Berechnung der Nachbeulparameter auskommt [21, 57, 62]. Dazu wird fu¨r den
Pra¨diktorschritt zum sekunda¨ren Pfad lediglich das lineare Verformungsin-
krement vorgegeben, wa¨hrend das Lastniveau - auch im Falle einer asymme-









Hierin ist µ ein zu wa¨hlender Skalierungsfaktor. Auch im Falle einer asym-
metrischen Verzweigung kann, trotz des eigentlich unzutreffenden Pra¨diktor-
schrittes auf der Lastseite, Konvergenz erreicht werden, da die Korrektor-
iterationen innerhalb eines Bogenla¨ngenverfahrens eine Anpassung sowohl
des Verformungs- als auch des Lastinkrementes vornehmen. Ein praktisches
Anwendungsbeispiel fu¨r einen durchgefu¨hrten Pfadwechsel mit dieser Metho-
de findet sich in [35].
Problematisch ist bei beiden Vorgehensweisen die Vorgabe von ∆s bzw. µ,
die den Pra¨diktorschritt skalieren. Ein zu großer Schritt kann zu Konvergenz-
problemen, ein zu kleiner Pra¨diktorschritt zur Ru¨ckkehr auf den prima¨ren
Pfad fu¨hren. Dies la¨ßt sich durch die Kontrolle der Verformungen und eines
Stabilita¨tskennwertes, wie z.B. ω1, feststellen.
In [62] wird vorgeschlagen, µ folgendermaßen zu berechnen, wobei das Vor-





mit: τ ≈ 100. (3.119)
Diese Vorgabe kann durch die eigenen Untersuchungen nicht besta¨tigt wer-
den. Oftmals war erst bei wesentlich gro¨ßeren µ - Werten der Pfadwechsel
erfolgreich, insbesondere dann, wenn ||qc|| sehr klein war.
Auch eine
”
optimistische“ Aussage wie in [62], dass im Allgemeinen drei
Versuche ausreichen sollten, einen Pfadwechsel zu erreichen, kann hier nicht
besta¨tigt werden. Ha¨ufig waren bis zu 10 Versuche no¨tig, in einigen Fa¨llen
gelang ein Pfadwechsel u¨berhaupt nicht. Dies betraf vor allem Fa¨lle, bei de-
nen die kritischen Lastniveaus nahe beieinander lagen.
Ein erfolgreicher Pfadwechsel kann dann, wie bei einem mehrfachen Verzwei-
gungsproblem, nur durch eine Kombination verschiedener Singula¨rvektoren
erreicht werden, siehe [62]. Wie in solchen Fa¨llen die einzelnen Skalierungs-
faktoren fu¨r eine zutreffende U¨berlagerung praktisch zu ermitteln sind, ist
jedoch nicht gekla¨rt.
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3.9.2 Berechnungsalgorithmus fu¨r einen Pfadwechsel
Der folgende Berechnungsalgorithmus path-switch.s fu¨r einen Wechsel vom
prima¨ren auf den sekunda¨ren Gleichgewichtspfad basiert im wesentlichen auf
dem Pfadverfolgungsalgorithmus aus Anhang C. Die Berechnungsblo¨cke
linear_predictor, corrector_iterations usw. ko¨nnen unvera¨ndert aus
critical-point.s u¨bernommen werden und werden deshalb hier nicht noch
einmal aufgefu¨hrt.
Bei der untersuchten Struktur handelt es sich wieder um das Beispiel aus
Abschn. 3.8.6. Vorausgesetzt wird, dass ein einfacher Verzweigungspunkt
vorliegt und die erforderlichen Eingangsgro¨ßen λc, qc,Φ in einer Datei zur
Verfu¨gung stehen, Einzelheiten dazu siehe Abschn. 3.8.6.
%%% File: path-switch.s %%%
string create,, 30, model/
string read,, model K20,/








control if,, failure 0 gofurther_secondary_path,/
control exit,,,/
#label initialize_path_switch
monitor allocate, replace, 3,/
monitor create,, 1 0.05 0.10 0.25 0.40, st_eigenvalue_1/
monitor create,, 2 0.67 0.10 0.30 0.40, disp_middle/
monitor create,, 3 0.45 0.55 0.50 0.40, structure/
structure view, scale, 3 10 45 0,/
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string append, replace, 2 model "_c.rst", filename/
input file, replace binary real vector, filename, sing_vector/
input file, replace binary real vector, filename, disp_critical/
input file, replace binary real scalar, filename, lambda_critical/
object copy,, disp_critical, save_disp/
object copy,, lambda_critical, save_lambda/
element build, stiffness total,,/
global restraints, remove_rot_singular,,/
node merge, doflist displacements, sing_vector,/
structure image, deformed scale edges, 3 10 45 0 50.0,/
node merge, doflist displacements, disp_critical,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness,, comp_k/
compact factorize,, comp_k, sky_k/
compact iteigenstsy, skyline, comp_k sky_k 1,
st_eigenvalue_1 st_eigenvector_1/
output print,, st_eigenvalue_1,/
global vector, load, 2 loads_front 0.5 loads_back 0.5, global_l/
object create, real,, epsilon_norm/
object read,,ilon_norm 1e-5,/
linalg norm,, global_l, compare_norm/
object create, real,, arclength/
object read,, arclength 0.1,/
object create, real,, direction/
object read,, direction -1.0,/
object create, real replace,, proportion/
object modify, set, proportion \div save_lambda lambda_critical,/
object create, real matrix, 1 3 full_results/
object create, real matrix, 1 3 actual_results/
compact factorize,, comp_k, sky_k/
compact iteigenstsy, skyline, comp_k sky_k 1,
st_eigenvalue_1 st_eigenvector_1/
object modify, set, full_results (1 1) proportion,/
object modify, set, full_results (1 2) st_eigenvalue_1,/
node extract, single displacements trans_dof, middle_node,
disp_middle_node/
object modify, set, full_results (1 3) disp_middle_node (2),/
object create, integer,, number/
object read,, number 0,/
object copy,, save_disp, save_disp_all/
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object copy,, save_lambda, save_lambda_all/
control return,,,/
initialize_path_switch: Initialisierung des Bo-
genla¨ngenverfahrens, des Post-Processings usw. analog
critical-point.s. Außerdem werden der Last- und Verfor-
mungszustand lambda_critical bzw. disp_critical sowie
der Singula¨rvektor sing_vector mit ||Φ = 1.0|| im Verzwei-
gungspunkt eingelesen und der 1. Eigenwert (ω1 ≈ 0!) und
der Singula¨rvektor kontrolliert. Beim vorliegenden Problem
handelt es sich um eine asymmetrische Verzweigung. Aktuell
soll der abfallende Abschnitt des sekunda¨ren Pfades verfolgt
werden. Aus diesem Grund wird die Pra¨diktorrichtung mit
−1 festgelegt.
#label predictor_step
object create, real replace,, mue/
object read,, mue -0.7,/
linalg lincomb, replace, 2 disp_critical 1.0 sing_vector mue,
predictor_disp/
object copy, replace, lambda_critical, lambda/
node merge, doflist displacements, predictor_disp,/
element build, res_force total,,/
global vector, res_force,, restoring_force/







predictor_step: Vorgabe des Pra¨diktorschrittes zum se-
kunda¨ren Pfad. Der Lastparameter λ wird konstant gehal-
ten, das Verformungsinkrement ergibt sich aus qc + µΦ. Der
Skalierungsfaktor µ ist variabel, sein Vorzeichen ist abha¨ngig
von der Richtung von Φ und der Pfadrichtung. Der Block
corrector_iterations siehe Anhang C.
#label post_processing
object modify, set, proportion \div save_lambda lambda_critical,/
object modify, set, actual_results (1 1) proportion,/
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object modify, set, actual_results (1 2) st_eigenvalue_1,/
node extract, single displacements trans_dof, middle_node,
disp_middle_node/
object modify, set, actual_results (1 3) disp_middle_node (2),/
object append, add_rows, full_results actual_results,/
output view, phase_plot title grid_both, 1 full_results 2
"first_eigenvalue - load",/
output view phase_plot title grid_both, 2 full_results 3
"disp_middle - load",/
object append, add_columns, save_disp_all save_disp,/
object append, add_rows, save_lambda_all save_lambda,/
structure view, reference nonodes nosymbols, 3 10 45 0 1.0,/
object modify, add, number 1,/
string convert, replace int_string no_space, number, nr/
string append, replace, 4 model "_secondary_" nr ".rst", filename/
output file, noappend binary, save_disp_all, filename/
output file, append binary, save_lambda_all, filename/
output file, append binary, full_results, filename/
control return,,,/
Im konkreten Fall konnte mit dem vorstehenden Algorithmus auf den se-
kunda¨ren Pfad gewechselt werden, wenn µ = −0.7 gewa¨hlt wurde. Dieser
Wert wurde erst nach mehreren Versuchen ermittelt. Fu¨r andere Anwen-
dungsfa¨lle wird im Allgemeinen fu¨r µ ein anderer Wert erforderlich sein,
siehe Abschn. 3.9.
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3.10 Imperfekte Strukturen - Koitersche Im-
perfektionssensitivita¨t
Die Stabilita¨tsanalysen der vorhergehenden Abschnitte erfolgten ausschließ-
lich fu¨r geometrisch perfekte Strukturen. Ebenso wie der prima¨re stellt auch
der sekunda¨re Pfad eines Verzweigungsproblems eine Charakteristik der per-
fekten Struktur dar.
In der Ingenieurpraxis interessiert vor allem eine Einscha¨tzung des tatsa¨chli-
chen Tragvermo¨gens unter Beru¨cksichtigung unvermeidbarer Imperfektions-
einflu¨sse. Als Alternative zu den u¨blichen, mit hohem Berechnungsaufwand
verbundenen Sensitivita¨tsstudien, bieten sich Untersuchungen auf der Ba-
sis der Koiterschen Imperfektionssensitivita¨t [28] an. Unter Verwendung der
zuvor ermittelten Nachbeulparameter lassen sich so mit geringem Berech-
nungsaufwand Approximationen fu¨r Pfadverla¨ufe imperfekter Strukturen er-
zeugen und umfangreiche Parameterstudien zu Imperfektionsformen und -
amplituden durchfu¨hren.
Als geometrische Imperfektionsformen werden in der Regel Eigenformen bzw.
deren Kombinationen verwendet. Daneben ko¨nnen auch geometrische Im-
perfektionen infolge konstruktiver Gegebenheiten, z.B. Schweißnahtverzu¨ge
[63] oder gemessene Abweichungen, als ImperfektionsformenΩ beru¨cksichtigt
werden. Die Imperfektion la¨ßt sich einheitlich beschreiben durch:
q¯ = ηΩ. (3.120)
Hier ist η die aktuelle Imperfektionsamplitude, Ω wird normiert auf:
‖Ω‖ = 1.0. (3.121)
Es wird angenommen, dass es sich bei den Imperfektionen um Abweichun-
gen handelt, die klein gegenu¨ber den Abmessungen der Struktur sind. Da-
mit a¨hneln sich das Tragverhalten der perfekten und der imperfekten Struk-
tur, insbesondere verlaufen die Gleichgewichtspfade nahe beieinander. Damit
ko¨nnen imperfekte Pfade, a¨hnlich wie ein sekunda¨rer Pfad, unter Nutzung
der Ergebnisse einer Nachbeulanalyse approximiert werden.
Die Na¨herung fu¨r qi, den Verformungszustand der imperfekten Struktur,
lautet analog zu Gl.(3.15):
qi(λ) = q(λ) + u(λ). (3.122)
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Hier sind q(λ) der aktuelle Verformungszustand der perfekten Struktur und
u(λ) die Verformungsdifferenz zwischen perfektem und imperfektem System
bei konstantem Lastniveau λ.
Der Potentialausdruck fu¨r die imperfekte Struktur ergibt sich aus dem Po-
tential der perfekten Struktur und einer Potentialdifferenz. Analog zum Vor-
gehen bei der Nachbeulanalyse werden wieder das Potential des Nachbar-
zustandes formuliert, der Potentialausdruck linearisiert und schließlich die
Gleichgewichtsbedingungen abgeleitet [28]. U¨bersichtlicher ist es, wie imWei-
teren entsprechend [49] dargestellt, anstelle des Potentialausdruckes von den
Gleichgewichtsbedingungen auszugehen.
Die Gleichgewichtsbedingungen der imperfekten Struktur sind danach zu-
sa¨tzlich abha¨ngig von der Imperfektionsamplitude η. Sie ko¨nnen, ausgehend
von der perfekten Struktur (η = 0), folgendermaßen approximiert werden:




2 + . . .
= G+∆G. (3.123)
Hierin bedeutet . . .,q¯ die Ableitung nach q¯ entlang der Gleichgewichtspfa-
de der perfekten Struktur. Gl.(3.123) wird entlang des imperfekten Pfades
nochmals in eine Reihe bezu¨glich λ und u entwickelt. Entwicklungspunkt
ist dabei der Verzweigungspunkt des perfekten Systems (Gc = 0!). Fu¨r die
Inkremente u und ∆λ entlang des imperfekten Pfades werden in Anlehnung
an Gl.(3.34) folgende Polynomansa¨tze verwendet:
u = ζu1 + ζ
2u2 + ζ
3u3 + . . .
∆λ = ζλ1 + ζ
2λ2 + ηλ¯1 + η
2λ¯2 . . . (3.124)
λ1, λ2,u1,u2 usw. sind bereits aus einer Nachbeulanalyse nach Abschn. 3.5
bekannt, die Gro¨ßen λ¯1, λ¯2 usw. sind zusa¨tzlich zu ermitteln.
Gl.(3.123) wird vereinfacht, indem die A¨nderungen der von η abha¨ngigen
Terme nach λ und u vernachla¨ssigt werden. Außerdem wird nur der ∆G do-
minierende, linear von η abha¨ngige Term G,q¯Ωη beru¨cksichtigt. Die Gleich-
gewichtsbedingungen fu¨r den imperfekten Pfad lauten schließlich:
















+ . . . = 0. (3.125)
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Wie in der Nachbeulanalyse wird Gl.(3.125) mit dem Singula¨rvektor Φc mul-
tipliziert. Die Terme bei ζ, ζ2, η usw. mu¨ssen einzeln verschwinden. Aus dem
Term bei η la¨ßt sich λ¯1 bestimmen. Vernachla¨ssigt man die quadratisch von






Die Gro¨ße λ¯1 geht als zusa¨tzlicher, vom aktuellen ζ abha¨ngiger Imperfekti-
onsterm in die Lastapproximation ein, die dann lautet:
λ = λc + ζλ1 + ζ
2λ2 + ηλ¯1. (3.127)
In der numerischen Umsetzung wird, anstelle von Kˆ in Gl.(3.126) - siehe
Abschn. 3.8.1 - wieder K,qqˆ
p verwendet. Zusa¨tzlich ist G,q¯Ω zu berechnen.
Dies kann unproblematisch, entsprechend Abschn. 3.8.5, wiederum durch nu-
merische Differentiation erfolgen. Die Ableitung lautet dann:
G,q¯Ω ≈ 1

(G(q, λ, Ω)−G(q, λ,0)) . (3.128)
Praktisch erfolgt somit eine Berechnung von Ungleichgewichtskra¨ften. Sie
ergeben sich, wenn ein aktueller Verformungszustand (der perfekten Struk-
tur) auf eine geometrisch imperfekte Struktur (Ω) aufgebracht wird, und
anschließend die daraus resultierenden Ru¨ckstellkra¨fte berechnet und der
a¨ußeren Belastung gegenu¨bergestellt werden. So kann sukzessive fu¨r verschie-
dene ζ der Last - Verformungspfad der imperfekten Struktur konstruiert wer-
den, ohne aufwa¨ndige Pfadverfolgungen durchfu¨hren zu mu¨ssen.
Die Tatsache, dass das Last - Verformungsverhalten einer imperfekten Struk-
tur durch die Form, Richtung und Amplitude der Imperfektion beeinflußt
wird, ist im Allgemeinen bekannt. Die Abha¨ngigkeit vom Stabilita¨tsverhalten
der zugeordneten perfekten Struktur wird in der Ingenieurpraxis jedoch zu
wenig beachtet. Aus der Art des Stabilita¨tsproblems und dem Verlauf des se-
kunda¨ren Pfades ko¨nnen schon wesentliche Informationen gewonnen werden,
um Imperfektionsanalysen effektiv durchfu¨hren zu ko¨nnen. Hierzu za¨hlen:
• Im Falle einer asymmetrischen Verzweigung nach Abb. 3.6 a) kann
sofort auf die maßgebliche, zu Tragfa¨higkeitseinbußen fu¨hrende Imper-
fektionsrichtung geschlossen werden. Dies gilt fu¨r kleine Imperfektionen
und fu¨r Imperfektionsformen, die affin zu Φc sind, mindestens jedoch




































Abbildung 3.6: Imperfekte Pfade in Abha¨ngigkeit von der Art des Verzwei-
gungsproblems
• Bei den symmetrischen Verzweigungen nach Abb. 3.6 b) und c)
a¨ndert sich lediglich die Verformungsrichtung in Abha¨ngigkeit vom Vor-
zeichen von η, nicht jedoch das prinzipielle Verhalten.
• Sind abfallende sekunda¨re Pfadabschnitte bzw. Pfade vorhanden wie
in den Fa¨llen a) und c), ko¨nnen die imperfekten Strukturen, wie auch
die urspru¨nglich perfekte Struktur, ebenfalls Stabilita¨tsprobleme auf-
weisen. Wird wieder vorausgesetzt, dass die Imperfektionsamplituden
klein sind und es sich um Imperfektionsformen handelt, die a¨hnlich
zum Singula¨rvektor Φc sind, ko¨nnen die kritischen Stabilita¨tspunkte
als Durchschlagspunkte λcl mit Lastmaxima identifiziert werden [19].
• Strukturen, die Stabilita¨tsprobleme nach a) bzw. c) aufweisen, sind
unter Sicherheitsaspekten besonders gefa¨hrlich. Auch schon bei kleinen
Imperfektionsamplituden ko¨nnen erhebliche Tragfa¨higkeitsverluste ge-
genu¨ber λc auftreten, die umso ho¨her ausfallen, je gro¨ßer der Abfall der
Tangente an den Sekunda¨rpfad (Fall a)) bzw. die Kru¨mmung (Fall c))
ist. Ein Vergleich von berechneten Nachbeulparametern ermo¨glicht
demnach bereits eine qualitative Aussage zur Imperfektionsanfa¨lligkeit
verschiedener Strukturen bei gleicher Art des Verzweigungsproblems.
Die Durchschlagspunkte ergeben sich anhand der Extremwerte der Kurve
nach Gl.(3.127). Bei asymmetrischen Verzweigungsproblemen ist λ1




































Hier zeigt sich die große praktische Bedeutung der Nachbeulanalyse. Unter
Verwendung ihrer Ergebnisse kann, ohne den gesamten imperfekten Pfad zu
kennen, eine maximal erreichbare Lastho¨he allein bei Vorgabe der Imperfek-
tionsamplitude angegeben werden.
Werden die tatsa¨chlichen Beanspruchungsgrenzen des Materials beru¨cksich-
tigt, wird in vielen Fa¨llen das maximal erreichbare Tragniveau noch unterhalb
λcl liegen. Handelt es sich jedoch um eine Struktur mit einem großen elasti-
schen Tragvermo¨gen und einer kaum ausgepra¨gten plastischen Tragreserve,
stellen die λcl - Werte nicht nur Bezugswerte, sondern tatsa¨chliche Traglasten
dar.
Bei den durchgefu¨hrten numerischen Analysen imperfekter Strukturen wur-
de die Methode der Koiterschen Imperfektionssensitivita¨t genutzt, wobei teil-
weise eine gute U¨bereinstimmung mit den Ergebnissen zu Pfadverla¨ufen und
evtl. Durchschlagslasten aus Pfadverfolgungen festzustellen war. In einigen
Fa¨llen traten jedoch folgende Schwierigkeiten auf:
1. Wurden gro¨ßere Imperfektionsamplituden und/oder beliebige, nicht Φc
- a¨hnliche Imperfektionsformen gewa¨hlt, war ein, von den bisherigen
Darstellungen abweichendes Verhalten, zu beobachten. So kann eine
große Imperfektionsamplitude dazu fu¨hren, dass auch im Falle einer
asymmetrischen Verzweigung, unabha¨ngig von der Imperfektions-
richtung, kein Stabilita¨tsproblem auftritt. Daneben traten, bei eigent-
lich stabilem Nachbeulverhalten nach Abb. 3.6 a) bzw. b), wo theo-
retisch kein Stabilita¨tsproblem zu erwarten ist (ω1 > 0), zum Teil
Gleichgewichtsverzweigungen auf. Auch bei den oben beschriebenen
Durchschlagscharakteristiken kann diesen Problem existieren, was dazu
fu¨hren kann, dass die ermittelten Durchschlagslasten aus der Koiter-
schen Imperfektionssensitivita¨t gar nicht erreicht werden ko¨nnen und
damit die Tragfa¨higkeit gefa¨hrlich u¨berscha¨tzt wird.
2. Bei der Verfolgung der Gleichgewichtspfade imperfekter Strukturen war
in einigen Fa¨llen, insbesondere bei kleinen Imperfektionsamplituden,
ein U¨berspringen kritischer Punkte und ein Wechsel auf andere Gleich-
gewichtspfade zu beobachten. Die Ursache liegt in der unmittelbaren
Nachbarschaft verschiedener Gleichgewichtspfade. Bei gleichem λ exi-
stieren mehrere Gleichgewichtslagen, die sich nur durch geringfu¨gige
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Verformungsdifferenzen unterscheiden. Pra¨diktorschritt und Korrektor-
iteration lassen sich nicht immer so pra¨zise steuern, dass die Weiter-
verfolgung des speziellen Pfades gewa¨hrleistet werden kann.
Aufgrund dieser Sachverhalte erscheint eine Ermittlung eines imperfekten
Pfades anhand eines Pfadverfolgungsalgorithmus’ in manchen Fa¨llen un-
ausweichlich. Dann sollten unbedingt begleitende Stabilita¨tsuntersuchungen
durchgefu¨hrt werden, um evtl. Stabilita¨tsprobleme aufdecken und die Sta-
bilita¨t bzw. Instabilita¨t der Gleichgewichtszusta¨nde u¨berpru¨fen zu ko¨nnen.
Daneben muß, anhand einiger markanter Freiheitsgrade, die Verformungs-
entwicklung genau verfolgt werden. So la¨ßt sich ein ungewollter Pfadwechsel
feststellen und, ausgehend von der letzten gu¨ltigen Gleichgewichtslo¨sung, ein
Neustart mit einer A¨nderung des Pra¨diktorschrittes vornehmen.
Aus 1. ergibt sich eine weitere Schlußfolgerung zur praktischen Bedeutung
einer Imperfektionsvorgabe, wie sie in den aktuellen Regelwerken anzutref-
fen ist. Dort wird die Vorgabe einer maximalen Imperfektionsamplitude mit
einzuhaltenden Herstellungstoleranzen begru¨ndet. Aus 1. wird jedoch deut-
lich, dass einer maximalen Amplitude eine daru¨ber hinausgehende, stabi-
lita¨tstheoretische Bedeutung zukommt, die in der Ingenieurpraxis nicht aus-
reichend beachtet wird.
Wird, um “auf der sicheren Seite zu sein“, eine zu große Imperfektionsampli-
tude gewa¨hlt, kann es, im Falle von Verzweigungsproblemen mit λc < λcl, zu
gravierenden Unterscha¨tzungen der Tragfa¨higkeit kommen. Weitaus gefa¨hr-
licher ist es jedoch, dass auch U¨berscha¨tzungen der Tragfa¨higkeit mo¨glich
sind. Dies ist dann der Fall, wenn sich das Stabilita¨tstragverhalten aufgrund
der Imperfektion qualitativ vera¨ndert: von einer Durchschlagscharakteristik
hin zu einem unbegrenzt stabilem Verhalten.
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3.11 Mehrfachverzweigungen
Im Falle einer Mehrfachverzweigung wird im kritischen Punkt beim Lastni-
veau λc die Singularita¨tsbedingung Gl.(2.19) nicht nur durch einen einzigen
Singula¨rvektor, sondern durch m linear unabha¨ngige Singula¨rvektoren Φci
und deren Kombinationen erfu¨llt:
KcΦci = 0 i = 1, . . . ,m. (3.131)
In praktischen Problemstellungen wird dieses Zusammenwirken verschiede-
ner Beulformen als gekoppelte Instabilita¨t bezeichnet. In der Praxis ko¨nnen
infolge einer Strukturoptimierung die Unterschiede zwischen den einzelnen
kritischen Lastniveaus minimal werden, so dass hier na¨herungsweise ebenfalls
Mehrfachverzweigungen vorliegen. Dies betrifft beispielsweise du¨nnwandige
Stu¨tzen aus Stahl, die lokale Beulprobleme und globale Knickprobleme ha¨ufig
auf unmittelbar benachbarten Lastniveaus aufweisen.
Das Zusammenwirken verschiedener Beulformen im Nachbeulbereich kann
zum einen zu einer grundsa¨tzlichen Vera¨nderung des Stabilita¨tsverhaltens
fu¨hren. Beispielsweise ko¨nnen mehrere Verzweigungsprobleme, die, einzeln
betrachtet, stabil symmetrisch sind, im Falle einer Mehrfachverzweigung zu
einem asymmetrischen Stabilita¨tsproblem fu¨hren. Zum anderen ko¨nnen vor-
handene Stabilita¨tsprobleme verscha¨rft werden. Sowohl experimentelle als
auch theoretische Untersuchungen zu diesen Erscheinungen sind in der Li-
teratur vielfa¨ltig dokumentiert [3, 30, 45]. Dabei konnte nachgewiesen wer-
den, dass gerade die Kopplung verschiedener Stabilita¨tsprobleme zu teilweise
starken Tragfa¨higkeitsverlusten fu¨hren kann. Dies stellte eine Optimierung in
Frage, nach der die Struktur so konstruiert wird, dass sich kritische Lastnive-
aus mo¨glichst hoch und bei a¨hnlichen Lastho¨hen einstellen. Einer Anhebung
der kritischen Last steht dann mo¨glicherweise eine erheblich gefa¨hrlichere
Imperfektionssensitivita¨t gegenu¨ber [59]. Eine Einordnung in verschiedene
Problemklassen erfolgte in [14, 22].
Das Problem der Mehrfachverzweigungen bzw. der gekoppelten Instabilita¨ten
stellt ein eigenes, aktuell nicht abgeschlossenes Forschungsgebiet dar, das hier
nicht umfassend behandelt werden kann. Eine gute U¨bersicht u¨ber den Stand
der Forschung zu gekoppelten Stabilita¨tsproblemen gibt [48]. Im Folgenden
sollen einige ausgewa¨hlte Aspekte zur Problematik mehrfacher Verzweigun-
gen angedeutet werden.
Fu¨r Mehrfachverzweigungen lassen sich die Methoden zur Untersuchung von
Einfachverzweigungen erweitern. Die Analysen werden jedoch wesentlich kom-
plexer und sind nur mit erheblichem Aufwand in der numerischen Rechnung
zu realisieren.
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Anstelle von Gl.(3.51) wird fu¨r sa¨mtliche Tangenten q´ im Verzweigungspunkt
der folgende Ansatz verwendet:
q´ = λ´q˜ +
m∑
i=1
αiΦi, αi ∈ R, i = 1, 2, . . .m. (3.132)
Dieser Ansatz wird in Gl.(3.50) eingesetzt. Dies liefert nun, anstelle einer
Verzweigungsgleichung wie bei einer einfachen Verzweigung, ein Gleichungs-























ΦTi (K ,qq˜)q˜ + 2Φ
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i Kˆq˜ −ΦTi Fˆ
]
fu¨r 1 ≤ j, k ≤ m.
Fu¨r m = 1 erha¨lt man wieder den Sonderfall einer einfachen Verzweigung
nach Abschn. 3.6.3. Die Lo¨sungen dieses Gleichungssystems, λ´, α1, α2, . . . , αm,
ergeben die Tangenten an den Prima¨rpfad und an die maximal 2m − 1
mo¨glichen sekunda¨ren Pfade.
Allein aus Gl.(3.133) lassen sich die gesuchten m + 1 skalaren Gro¨ßen nicht
ermitteln. Die fehlende Gleichung erha¨lt man, indem die unbekannten Koef-
fizienten α1 folgendermaßen normiert werden:
m∑
i=1
α2i = 1. (3.135)
Gl.(3.133) zusammen mit Gl.(3.135) erlaubt schließlich die Bestimmung von
λ´ und der m Gro¨ßen αi.
Verschwinden alle Aijk, handelt es sich um eine symmetrische Verzwei-
gung. Im anderen Fall, wenn auch nur ein Aijk 6= 0 ist, liegt eine asym-
metrische Verzweigung vor. Es sind also alle mo¨glichen Kombinationen
der Singula¨rvektoren Φi in Aijk zu untersuchen. Dafu¨r wa¨ren die verwen-
deten Algorithmen postbuckling-asymm.s und postbuckling-symm.s aus
Abschn. 3.8.6 bzw. 3.8.7 entsprechend zu erweitern.
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Die lineare Approximation eines speziellen sekunda¨ren Pfades wa¨re im Falle
einer asymmetrischen Verzweigung:
qs(s) = qc + (λ´q˜ + α1Φ1 + α2Φ2 + . . . αmΦm)s
λs(s) = λc + λ´s. (3.136)
Eine asymmetrische Mehrfachverzweigung (λ´ 6= 0) tritt beispielsweise
bei den in [44] untersuchten Trapezprofilblechen auf. Dort kommt es zu einer
Kopplung zwischen einem globalen Gesamtbeulmode und mehreren lokalen
Beulmodes. Aufgrund der asymmetrischen Verzweigung ist die Struktur sehr
imperfektionssensitiv.
Wie bei einer einfachen Verzweigung ko¨nnen auch im Falle einer Mehrfach-
verzweigung Abscha¨tzungen der maximalen Traglasten imperfekter Systeme
auf der Basis der Nachbeulgro¨ßen vorgenommen werden [34, 44, 55]. Ist die
Imperfektionsform affin zu einer Kombination aus den m Singula¨rvektoren,
fu¨hrt diejenige Imperfektionsform zu den gro¨ßten Tragfa¨higkeitseinbußen, die
zum Sekunda¨rpfad mit dem steilsten Abfall geho¨rt. Fu¨r die Suche nach den
maßgeblichen αi´s wurden umfangreiche spezielle Verfahren entwickelt [53].
Gilt Aijk = 0 fu¨r alle Kombinationen und damit λ´ = 0, handelt es sich um
eine symmetrische Verzweigung. In diesem Fall sind die Kru¨mmungen
der Sekunda¨rpfade zu bestimmen. Dazu kann, analog Gl.(3.81), folgender











Die speziellen Lo¨sungen ˜˜q⊥ij ergeben sich analog Gl.(3.82) aus:
K˜˜q⊥ij = −(K ,qΦi)Φj mit der Nebenbedingung ΦTi ˜˜q⊥ij = 0. (3.138)
Durch schrittweise Vormultiplikation von Gl.(3.45) mit den Singula¨rvektoren
Φi, unter Beachtung der Anpassungen in Abschn. 3.8.1, entsteht ein Glei-
chungssystem zur Berechnung von
´´
λs und der αi´s. Ein Entscheidung u¨ber
die Art der Verzweigung, wie nach Gl.(3.83) bei einer einfachen Verzweigung,
ist jedoch aufgrund der Komplexita¨t der Ausdru¨cke nicht mo¨glich. Dies kann
hier nur anhand der konkreten Pfadparameter αi geschehen.
Auch fu¨r diesen Fall lassen sich Imperfektionsgesetze ableiten, z.B. [55]. Han-
delt es sich um eine instabile symmetrische Verzweigung, lassen sich damit
die maximalen Durchschlagslasten imperfekter Pfade bestimmen. Von beson-
derem Interesse ist der sekunda¨re Pfad, der die gro¨ßte negative Kru¨mmung








Ein wesentliches Anliegen der vorliegenden Arbeit ist es, die vorhandenen
Mo¨glichkeiten numerischer Stabilita¨tsanalysen nicht nur theoretisch darzu-
stellen, sondern auch in ihrer konkreten praktischen Anwendung zu zeigen.
Dazu wurde schon an verschiedenen Stellen auf die numerische Umsetzung
der verschiedenen Methoden eingegangen. In diesem Kapitel werden die Er-
gebnisse durchgefu¨hrter numerischer, teilweise auch vergleichender analyti-
scher Stabilita¨tsanalysen vorgestellt. Dies umfaßt die detaillierte Beschrei-
bung von Abla¨ufen, die ausfu¨hrliche Diskussion von praktischen Fragestel-
lungen und auftretenden Problemen im Verlauf der numerischen Analyse.
Die Berechnungen erfolgten an ausgewa¨hlten Strukturen, die zum Teil auch
aus der Literatur bekannt sind und dort im Allgemeinen als Referenzobjekte
fu¨r Weiterentwicklungen in den Methoden verwendet werden. Im Unterschied
dazu stehen hier jedoch vor allem die Anschaulichkeit, die ingenieurma¨ßige
Herangehensweise und der praktische Nutzen erweiterter numerischer Stabi-
lita¨tsanalysen im Vordergrund.
Die Systeme wurden so ausgewa¨hlt, dass sie die in der Ingenieurpraxis auf-
tretenden Problemgruppen Stabsysteme, Platten und Schalen mit einer zu-
nehmenden Komplexita¨t der Fragestellungen widerspiegeln. Es sei hier noch
einmal betont, dass vor allem die Anwendung der verschiedenen Methoden,
ihre Mo¨glichkeiten und Grenzen im Vordergrund stehen. Das mechanische
Verhalten der untersuchten Systeme ist im Wesentlichen bekannt.
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4.2 Knicken ebener Rahmen - Fortsetzung
In Kapitel 2 wurde kurz auf eine praktische Problemstellung, das Stabi-
lita¨tsverhalten eines symmetrischen Rechteckrahmens unter symmetrischer,
gleichzeitiger Druck- und Biegebeanspruchung, eingegangen. Dieses Beispiel
soll noch etwas eingehender untersucht werden. In Abb. 4.1 sind noch einmal




 m HEB 400
u,u0
w,w0
0.5 kN 0.5 kN
Fall A
0.25 kN 0.25 kN0.5 kN
Fall B
0.1 kN 0.1 kN
0.8 kN
Fall C
Abbildung 4.1: Rahmensystem mit verschiedenen Belastungsvarianten
In Abschn. 2.1 wurde schon darauf hingewiesen, dass es sich hier um ein
Stabilita¨tsproblem aus der Gruppe der sog. Antimetrie - Symmetrie - Knick-
probleme handelt. Fu¨r einzelne Sta¨be ist dieses Problem hinreichend ge-
kla¨rt (
”
Zimmermann - Stab“), fu¨r Stabsysteme wie im vorliegenden Fall sind
Lo¨sungen nur fu¨r einzelne Fa¨lle bekannt [42].
Folgt man der Theorie zur Antimetrie - Symmetrie - Knickproblematik, ist
fu¨r das behandelte Rahmenproblem zu erwarten, dass es in den Fa¨llen B und
C zu einem asymmetrischen Rahmenknicken (1. Eigenform des biegungsfrei-
en Lastfalls A) aus einem symmetrischen Prima¨rbiegezustand kommt. Die
Gleichgewichtsverzweigung erfolgt dabei in Ho¨he des kritischen Lastniveaus
aus Fall A. Gleichgewichtszusta¨nde oberhalb dieses Verzweigungspunktes
sind in jedem Fall instabil.
Im ersten Schritt sind die kritischen Stabilita¨tspunkte fu¨r die 3 Lastfa¨lle zu
ermitteln. Die Ergebnisse aus linearen und nichtlinearen Stabilita¨tsanalysen
mit dem Programmsystem SLang wurden schon in Abb. 2.2 dargestellt. Hier
zeigten sich teilweise große Differenzen in den ermittelten kritischen Lastni-
veaus und den dazugeho¨rigen Knickformen. Diese Unterschiede sind auf die
















Abbildung 4.2: Gea¨nderte Lastfa¨lle B und C, λcl und Φ
c
l
In Abschn. 3.3 wurde, ausgehend von einer Aufspaltung der Steifigkeitsmatrix
in die Anteile K l, Ku und Kσ, die Aufstellung von verschiedenen verallge-
meinerten Eigenproblemen zur Approximation kritischer Stabilita¨tszusta¨nde
beschrieben.
Im vorliegenden Fall wurden fu¨r die linearen Stabilita¨tsanalysen Anfangs-
verschiebungs- und Anfangsspannungsanteile, Ku bzw. Kσ, beru¨cksichtigt.
Dies hatte im Fall der biegebeanspruchten Rahmensysteme einen maßgeb-
lichen Einfluß auf das Ergebnis. Hier werden die Steifigkeitsverluste infolge
Ku offensichtlich stark u¨berscha¨tzt. In den ebenfalls durchgefu¨hrten linearen
Stabilita¨tsanalysen mit ANSYS (Ergebnisse siehe Abschn. 2.1) geht nur Kσ
in das Eigenproblem ein, wodurch ausschließlich der Normalkraftzustand in
den Rahmensta¨ben stabilita¨tsrelevant wird. Fu¨r das konkrete Beispiel bildet
dieses Vorgehen jedoch offensichtlich besser die tatsa¨chlichen Verha¨ltnisse ab.
Die kritischen Lastniveaus werden etwas unterscha¨tzt, bei dem Rahmensy-
stem mit starken Biegeeffekten (Fall C) wird allerdings auch eine asymme-
trische Knickfigur ermittelt.
Die lineare Stabilita¨tsanalyse in ANSYS ist vergleichbar mit dem in [42] vor-
geschlagenen Vorgehen, in den Fa¨llen B und C die auftretenden horizontalen
Auflagerkra¨fte als zusa¨tzliche a¨ußere Druckbelastung auf den Rahmenriegel
entsprechend Abb. 4.2 anzusetzen. Dies fu¨hrt im vorliegenden Fall zu einer
sehr guten U¨bereinstimmung mit λcnl. Der einzige Unterschied ist, dass auch
im Fall C eine asymmetrische Knickfigur ermittelt wird.
Aufgrund der offensichtlichen Schwierigkeiten, fu¨r solche biegebeanspruchten
Fa¨lle wie B und C die kritischen Zusta¨nde linear approximieren zu ko¨nnen,
wird sich fu¨r die weiteren Untersuchungen auf die Ergebnisse aus den durch-
gefu¨hrten nichtlinearen Stabilita¨tsanalysen, λcnl und Φ
c
nl, bezogen.
In den Abb. 4.4 - 4.6 sind unter anderem die, im Zuge der nichtlinearen Stabi-
lita¨tsanalysen ermittelten, prima¨ren Last - Verformungspfade fu¨r die Fa¨lle B
und C dargestellt. Folgendes ist hinsichtlich der Antimetrie - Symmetrie -
Problematik festzustellen:
1. Im Fall B existiert die erwartete Gleichgewichtsverzweigung aus dem
symmetrischen Biegezustand. Der Prima¨rpfad konnte auch u¨ber den
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Abbildung 4.3: Sekunda¨rer Pfad, Fall A
Verzweigungspunkt hinaus verfolgt werden. Die begleitende Stabilita¨ts-
analyse ergab fu¨r diese instabilen Gleichgewichtszusta¨nde ω1 < 0.
2. Im Fall C kam es nicht zu einer Verzweigung aus dem symmetrischen
Biegezustand, das heißt der Rahmen knickt nicht aus. Vielmehr han-
delt es sich hier bei λcnl um einen Durchschlagspunkt. Der hinter λ
c
nl
abfallende Pfad konnte problemlos weiterverfolgt werden, wobei es sich
dabei um instabile Gleichgewichtszusta¨nde handelt. Die Verformungen
waren in jedem berechneten Gleichgewichtspunkt vollkommen symme-
trisch.
3. Im Unterschied zu a¨hnlichen, in [42] behandelten Fa¨llen tritt im Fall
C das Durchschlagsproblem nicht erst bei der Anna¨herung an das,
zum symmetrischen Rahmenknicken geho¨rende Lastniveau λcl,2, son-
dern weit darunter auf. λcl,2 wird nach [42] am biegungsfreien Ersatzsy-
stem nach Abb. 4.2 berechnet und wa¨re in diesem Fall λcl,2 ≈ 6λcl,1.
Bei den Verzweigungsproblemen der Fa¨lleA und B handelt es sich um insta-
bil symmetrische Verzweigungen. Dieses Ergebnis entsprechender Nach-
beulanalysen wird durch den, durch einen Pfadwechsel gewonnenen und in
Abb. 4.3 dargestellten, sekunda¨ren Pfad besta¨tigt.
Fu¨r den Fall C wurde bei der Ermittlung des Prima¨rpfades begleitend nicht
nur die Entwicklung des kleinsten, sondern auch des zweiten Standardei-
genwertes beobachtet. Dadurch konnte ein weiterer kritischer Punkt, λcnl,2,
identifiziert werden. Dabei ist λcnl,2 ≈ λcnl,1, so dass es sich hier um ein Pro-
blem mit einem doppelten kritischen Punkt handelt. Die zu λcnl,2 geho¨rende

















































Abbildung 4.5: Fall C, Last - Verformungspfade imperfekter Systeme, Im-















Abbildung 4.6: Fall C, Last - Verformungspfade imperfekter Systeme, Im-
perfektion: symmetrisch - Φcnl,1
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Ausgewa¨hlte Ergebnisse von Imperfektionsanalysen fu¨r die Fa¨lle B und C
sind in den Abb. 4.4 - 4.6 zusammengefaßt. Fu¨r Fall B (wie auch fu¨r Fall
A) ergibt sich aus der Art des Verzweigungsproblems unmittelbar, dass auch
geometrisch imperfekte Systeme, mit einer Imperfektionsform a¨hnlich Φcnl,
stabilita¨tsgefa¨hrdet sind. Wie Abb. 4.4 zeigt, kann die Belastung maximal
bis zum Durchschlagspunkt λc < λcnl gesteigert werden. Die zugeho¨rige Ver-
formungsfigur ist asymmetrisch.
Interessanter stellt sich der Fall C dar. Wie in Abb. 4.5 zu sehen ist, fu¨hren
kleine geometrische Imperfektionen in asymmetrischer Form Φcnl,2 lediglich
zu einer leichten Beeinflussung des prima¨ren symmetrischen Durchschlags-
verhaltens. Erst bei gro¨ßerer Imperfektionsamplitude wird das asymmetri-
sche Verzweigungsproblem entscheidend angeregt. Dann kommt es zu ei-
ner Kopplung des prima¨ren symmetrischen Durchschlags- mit dem asym-
metrischen Verzweigungsverhalten. Symmetrische Imperfektionen in Form
von Φcnl,1 besitzen dagegen nur einen geringen Einfluß auf das Tragverhalten,
siehe Abb. 4.5.
Daneben zeigt sich bei asymmetrischer Imperfektionsform, dass die Trag-
fa¨higkeitsverluste im Vergleich zu Fall B deutlich geringer ausfallen. Dies
wu¨rde bedeuten, dass Fall C weniger imperfektionsempfindlich ist. Offen-
sichtlich vera¨ndert die Kopplung mit dem symmetrischen Durchschlagspro-
blem die Steifigkeitsverha¨ltnisse so, dass der tragfa¨higkeitsmindernde Einfluss
des Verzweigungsproblems abgeschwa¨cht wird.
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Abbildung 4.7: System und Ansatzfunktionen
Untersucht werden soll das Stabilita¨tsverhalten einer kreisfo¨rmigen Platte
nach Abb. 4.7, die am Rand gelenkig gelagert und in Plattenebene frei ver-
schieblich ist. Die Platte wird durch einen gleichfo¨rmigen radialen Randdruck
in Plattenebene von pt = −1.0 beansprucht. Die Belastung ist richtungstreu
und wird u¨ber den Lastparameter λ gesteigert. Auf eine konkrete Dimensio-
nierung wird erst einmal verzichtet.
Der Verschiebungszustand der Kreisplatte setzt sich zusammen aus der radia-
len Verschiebung u(r) und der Plattendurchbiegung w(r). Das Materialver-
halten sei unbeschra¨nkt elastisch, die Dehn- und Biegesteifigkeit der Platte,
C bzw. D, ergeben sich aus:
C =
Et
1− ν2 , D =
Et3
12(1− ν2) .
Fu¨r die kontinuierliche Struktur ist der Ausdruck fu¨r das elastische Potential








































Um einen diskreten Potentialausdruck entsprechend Gl.(2.2) zu erhalten,
werden die folgenden, in Abb. 4.7 dargestellten Verschiebungsansa¨tze ein-
gefu¨hrt:















Hier sind q1 und q2 die Durchbiegung in Plattenmitte bzw. die Verschiebung
am Plattenrand entlang des Umfangs. Im Unterschied zur FEM besitzen die
generalisierten Koordinaten hier nicht die Bedeutung von Knotenfreiheits-
graden. Somit lautet der diskrete Potentialausdruck nach Gl.(2.4):


























pi3(1.191 + ν) D
R2









Alle anderen Koeffizienten (A12, A111, A122, . . .) verschwinden. −2piR = A´2
wird allein aus Gru¨nden der Vereinfachung eingefu¨hrt.
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4.3.2 Gleichgewicht, prima¨rer Pfad, kritischer Punkt
Die Gleichgewichtsbedingungen lauten in diskreter - Formulierung nach
Gl.(2.6):
G = R(q)− λF =
[



















In Analogie zur FEM sind R die nichtlinear von den Verschiebungen ab-
ha¨ngenden Ru¨ckstellkra¨fte, F wa¨re der konstante Lastvektor. Die Gleichge-












Steifigkeitsmatrix“ nach Gl.(2.13) lautet:
K =
[







































Die Voraussetzungen fu¨r eine Koitersche Nachbeulanalyse nach Abschn. 3.4
sind erfu¨llt: es handelt sich um einen Verzweigungspunkt und die Tangente
an den prima¨ren Gleichgewichtspfad in
”
c“ ist bekannt.
Da nur wenige von 0 verschiedene Terme vorhanden sind, reduziert sich der
allgemeine Ausdruck fu¨r die Potentialapproximation nach Gl.(3.18) auf:




α2Πˆ2(Φ) + αΠˆ11(Φ,u) + Πˆ2(u)
]
+ α2Π21(Φ,u) + αΠ12(Φ,u) + Π3(u)
+ α4Π4(Φ) + α
3Π31(Φ,u) + α
2Π22(Φ,u)
+ αΠ13(Φ,u) + Π4(u).




























































Die Terme Π1, Πˆ1 und
ˆˆ
Π1 aus Gl.(3.18) tauchen hier nicht auf, da es sich da-
bei um Produkte mit den verschwindenden Gleichgewichtsbedingungen bzw.
deren Ableitungen nach λ entlang des prima¨ren Pfades handelt. Im konkreten
















p)qˆp = Kˆˆqp + (K ,qqˆ
p)qˆp = 0.
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Alle Ableitungen sind im Verzweigungspunkt aufzustellen, die Gro¨ßen qˆp und
ˆˆqp stellen die Tangente bzw. die Kru¨mmung des prima¨ren Pfades in
”
c“ dar.







, ˆˆqp = 0.
Die Gleichgewichtsbedingungen fu¨r den benachbarten Gleichgewichtspunkt
auf dem sekunda¨ren Pfad lauten nach Gl.(3.20):






































Der Ausdruck αKΦ verschwindet aufgrund der Singularita¨t in
”
c“. Die Stei-
figkeitsmatrix im Verzweigungspunkt und ihre Ableitungen nach λ bzw. q


























































































Damit lauten die nichtlinearen Gleichgewichtsbedingungen nach Gl.(3.20)
schließlich:














































































Die Auflo¨sung nach u ist hier unkompliziert. Die zusa¨tzliche Bedingung ist










Eine Linearisierung der Gleichgewichtsbedingungen, wie in Abschn. 3.4 be-
schrieben, wu¨rde hier folgendes Gleichungssystem ergeben:





α3 (K,qqΦΦ)Φ = 0.
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Wegen u1 = 0 ergibt sich in diesem speziellen Beispiel trotz der Linearisierung
wieder die schon bekannte Lo¨sung fu¨r u. Unter Verwendung der Lo¨sung u(α)

















Die erste Lo¨sung fu¨hrt auf den prima¨ren, die beiden anderen Lo¨sungen auf
den sekunda¨ren Pfad. Der sekunda¨re Pfad lautet in Abha¨ngigkeit von λ und
mit Bezug auf den prima¨ren Pfad nach Gl.(3.24):





















Die Durchbiegung der Kreisplatte entlang des sekunda¨ren Pfades wird da-
mit allein durch den Singula¨rvektor abgebildet, u entha¨lt die A¨nderungen
der Verschiebungen in Plattenebene beim U¨bergang vom Prima¨r- auf den
Sekunda¨rpfad bei gleichem Lastniveau.
Zur endgu¨ltigen Auswertung wird das Lastniveau λ vorgegeben, anschließend
α(λ) bestimmt und schließlich qs punktweise ermittelt.
Koitersche Nachbeulanalyse - Approximation
Zum Vergleich wird noch die quadratische Approximation fu¨r den sekunda¨ren
Pfad nach Abschn. 3.5 ermittelt. Es gilt:
ΦT (K,qΦ)Φ = A = 0 → λ1 = 0.
Das Verformungsinkrement u2 wird aus dem singula¨ren Gleichungssystem
























Bei der Berechnung von λ2 wurde die im Nenner auftretende Ableitung
Kˆ wieder durch Gl.(3.78) ersetzt. Die quadratische Approximation des Se-
kunda¨rpfades lautet nach Gl.(3.34) somit:
λs = λc + λ2ζ
2
qs = qc +Φζ + u2ζ
2.
4.3.4 Verallgemeinerte Nachbeulanalyse
Auch wenn grundsa¨tzliche Aussagen zum Stabilita¨tsverhalten der Kreisplat-
te schon getroffen werden ko¨nnten, soll an dieser Stelle zum Vergleich eine
systematische Stabilita¨tsanalyse nach Abschn. 3.6 erfolgen.
Zuerst wird der kritische Punkt klassifiziert und anschließend eine Approxi-
mation fu¨r den sekunda¨ren Pfad ab dem kritischen Punkt ermittelt.
Bei dem kritischen Punkt handelt es sich, wie schon bekannt, um einen Ver-










Zur Bestimmung der Tangenten an den Prima¨r- bzw. Sekunda¨rpfad ist die
spezielle Lo¨sung q˜ aus Gl.(3.52) zu ermitteln. Als Nebenbedingung wird
q˜ ⊥ Φ gewa¨hlt. Damit ergibt sich hier der Sonderfall:







Die Koeffizienten der Verzweigungsgleichung ergeben sich aus Gl.(3.80) an-
stelle von Gl.(3.55), da, wie in einer numerischen Analyse, die Ableitungen












































Wegen q˜ = qˆp ergibt sich hier der Spezialfall C = 0 nach Abschn. 3.8.2. Da
A = 0 ist, gilt:
λ´s = 0.
Damit handelt es sich hier um eine symmetrische Verzweigung. Die Tan-
genten an die Gleichgewichtspfade lauten:
λ´p ∈ R q´p = λ´pqˆp
λ´s = 0 q´s = αsΦ.
Fu¨r die weitere Rechnung sind zwei Normierungsbedingungen fu¨r den Prima¨r-
bzw. Sekunda¨rpfad festzulegen, z.B.:
Prima¨rpfad: s = λ(s)− λc → λ´ = 1.0, ´´λ = 0, . . .
Sekunda¨rpfad: s = q1(s)− qc1 → q´1 = 1.0, ´´q1 = 0, . . . .
Aus der Normierung fu¨r den Sekunda¨rpfad folgt unmittelbar α = 1.0. Die
Kru¨mmung des Sekunda¨rpfades wird aus Gl.(3.63) und Gl.(3.64) berechnet.



























Das Gleichungssystem zur Berechnung der quadratischen Inkremente lautet
ausfu¨hrlich (Kˆ = 0):


























Mit Blick auf die numerische Analyse ist dieses Vorgehen jedoch problema-
tisch, da die Symmetrie der Koeffizientenmatrix verlorengeht. Besser geeig-
net ist deshalb der in Abschn. 3.8.1 beschriebene Weg, wo zuerst die spezielle








Zur Auflo¨sung des singula¨ren Gleichungssystem wurde hier die erste Methode





Fu¨r die Berechnung von
´´
λ nach Gl.(3.83) sind zusa¨tzlich die Koeffizienten D
und E zu bestimmen:



















Damit ergeben sich schließlich wieder die schon bekannten Ausdru¨cke

















Vergleicht man die Ergebnisse aus Koiterscher und Verallgemeinerter Nach-










Fu¨r ein konkretes Beispiel werden folgende Parameter gewa¨hlt:
R = 10 cm, ν = 0.3, E = 21000 kN/cm2, t = 1.0 cm.
Der kritische Lastparameter, die Verschiebungen am kritischen Punkt und
der Singula¨rvektor lauten:





















Damit ergibt sich der Verschiebungszustand fu¨r den Sekunda¨rpfad in Abha¨n-


















Fu¨r die Approximation im Rahmen der Koiterschen Nachbeulanalyse lauten
die quadratischen Zuwa¨chse:






Die quadratischen Inkremente der Verallgemeinerten Nachbeulanalyse sind:
´´








λ > 0 handelt es sich um eine symmetrisch stabile Verzweigung.
Ist der Verschiebungszustand auf dem Sekunda¨rpfad, beispielsweise beim



















Zum Vergleich wurde auch eine numerische Stabilita¨tsanalyse durchgefu¨hrt.
Dazu wurde die Kreisplatte mit 3528 geometrisch nichtlinearen FE - Ele-
menten vom Typ GEOSHELL3N [55] diskretisiert. Das FE - Modell besaß
insgesamt 9073 globale Knotenfreiheitsgrade. Als Belastung wurde −1.0 kN





eine konstante Radial- und Tangentialdruckspannung in Plattenebene von
σ0 = −2.6743kN/cm2 resultierte. Der erste Eigenwert einer Anfangsstabi-
lita¨tsanalyse lag bei λc = 30.161. Die kritische Beulspannung liegt somit
bei:
σc = σ0λ
c = −80.66 kN/cm2.
Den zugeho¨rigen Beulvektor Φc zeigt Abb. 4.8. Er wurde so normiert, daß
fu¨r die Durchbiegung in Plattenmitte w´M = ΦM = 1.0 gilt. Der kritische
Punkt ist ein Verzweigungspunkt da:
ΦTF = −4.6297e− 14 ≈ 0.
Im weiteren wurden die Stabilita¨tskoeffizienten A,B und C nach Gl.(3.80)
durch numerische Differentiation ermittelt:
A = 6.78077e− 10, B = −14.0979, C = −4.97807e− 17.
Da als spezielle Lo¨sung q˜ die Tangente an den prima¨ren Pfad qˆp verwendet
wurde, folgt C ≈ 0. Wegen A ≈ 0 ist die Verzweigung symmetrisch und
λ´s ≈ 0. Zur Berechnung der quadratischen Pfadinkremente wurde der Al-
gorithmus postbuckling-symm.s aus Abschn. 3.8.7 verwendet. Die spezielle
Lo¨sung ˜˜q⊥ ist in 10-facher U¨berho¨hung u¨ber der unverformten Struktur in
Abb. 4.9 dargestellt. Diese Verschiebungskorrektur entha¨lt nur Komponenten
in Plattenebene.
Die Koeffizienten D und E nach Gl.(3.84) lauten:
D = 6909.51, E = −2084.47.
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Abbildung 4.10: Sekunda¨rer Pfad - Vergleich numerischer und analytischer
Lo¨sungen
Damit folgt schließlich fu¨r den quadratischen Nachbeulparameter
´´
λs nach
Gl.(3.83) (α = 1.0):
´´
λs = 15.512 > 0.
Somit wird durch die numerische Stabilita¨tsanalyse besta¨tigt, dass es sich
hier um eine symmetrisch stabile Verzweigung handelt.
Die quadratische Na¨herung fu¨r den sekunda¨ren Pfad in Abha¨ngigkeit von
der Durchbiegung in Plattenmitte wM lautet:
λs = 30.161 + 7.756 w2M








Den sekunda¨ren Pfad als Projektion auf die λ− wM -Ebene zeigt Abb. 4.10.
Neben dem Ergebnis aus der numerischen Stabilita¨tsanalyse sind die ana-
lytische Lo¨sung nach der Verallgemeinerten Stabilita¨tsanalyse und ebenfalls
analytische Referenzlo¨sungen aus [58] und [64] dargestellt. Die numerische
und die analytischen Lo¨sungen aus [58] bzw. [64] stimmen sehr gut u¨berein,
woraus zu schließen ist, dass diese Lo¨sungen den tatsa¨chlichen Verlauf gut
abbilden. Dagegen weicht die ermittelte analytische Lo¨sung stark von diesen
Lo¨sungen ab. Die Art des Verzweigungsproblems wird zwar korrekt wieder-
gegeben, der Pfadverlauf jedoch nur unmittelbar bei
”
c“ zufriedenstellend
approximiert. Die Ursache fu¨r diese Abweichungen sind in den verwende-
ten ungenauen Verformungsansa¨tzen zu sehen. In den angegebenen Refe-
renzlo¨sungen wurden ho¨herwertige Ansa¨tze zur Beschreibung der Biegefla¨che
verwendet.
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4.4 Beulen von rechteckigen Platten
Das Beulen von rechteckigen, in ihrer Ebene druck- bzw. schubbeanspruch-
ten Platten, stellt eines der wichtigsten Stabilita¨tsprobleme des konstruk-
tiven Stahlbaus dar. Der baupraktische Beulsicherheitsnachweis erfolgt im
Allgemeinen anhand halbempirischer Nachweiskonzepte, z.B. [39], in das die
kritischen Beulspannungen des perfekten Systems - σxPi, σyP i, τPi fu¨r Druck-
bzw. Schubbeanspruchung und σKi fu¨r den Sonderfall des knickstaba¨hnlichen
Verhaltens - eingehen. Die Abminderung der kritischen Beulspannungen auf
das tatsa¨chliche Tragspannungsniveau erfolgt durch empirische Abminde-
rungsfaktoren. U¨berkritische Tragreserven werden im Beulsicherheitsnach-
weis nicht explizit ermittelt, sondern indirekt u¨ber das Konzept der
”
wirksa-
men Breiten“ beru¨cksichtigt [42].
Die mechanischen Zusammenha¨nge des Plattenbeulens sind im Rahmen der
linearen bzw. nichtlinearen Beultheorie auf analytischem Weg umfassend ge-
kla¨rt [42, 64]. Geschlossene Lo¨sungen lassen sich jedoch nur fu¨r den Fall einer
konstanten Druckbeanspruchung angeben. Im Fall von Biegerand,- Schub-
oder kombinierten Spannungen werden analytische Na¨herungsverfahren bzw.
FE - Berechnungen mit speziellen Programmen, wie z.B. [20], durchgefu¨hrt.
Kritische Beulspannungen wurden fu¨r eine Vielzahl von Plattenbeulfa¨llen er-
mittelt und stehen in aufbereiteter Form zur Verfu¨gung [25, 26, 32].
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden numerische Plattenbeulanalysen
mit den folgenden Zielstellungen durchgefu¨hrt:
1. Untersuchung der Auswirkungen unterschiedlicher Randbedingungen,
Plattenschlankheiten, Plattengeometrien und Belastungen auf das Sta-
bilita¨tsverhalten, insbesondere auf den Nachbeulbereich.
2. Direkte Ermittlung u¨berkritischer Tragreserven auf der Basis sekunda¨-
rer Gleichgewichtspfade.
3. Vergleich der Ergebnisse numerischer Stabilita¨tsanalysen mit analy-
tisch gewonnenen Lo¨sungen aus der linearen bzw. nichtlinearen Beul-
theorie.
4. Verifikation der aufgestellten Berechnungsabla¨ufe anhand einer Struk-
tur mit bekanntem, analytisch bestimmbarem Stabilita¨tsverhalten und
U¨berpru¨fung der Leistungsfa¨higkeit verschiedener Finiter Elementty-
pen im Rahmen numerischer Stabilita¨tsanalysen.
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4.4.1 Lastfall konstante Druckspannung σ
Alle hier untersuchten unausgesteiften Platten, so genannte
”
Einzelfelder“,
waren an den Ra¨ndern, rechtwinklig zur Plattenebene, unverschieblich und
gelenkig gelagert.
RB c( )baRB c( )aa








Abbildung 4.11: Untersuchte Systeme, Lastfall σ
Zusa¨tzlich wurden entsprechend Abb. 4.11 die folgenden drei Randbedin-
gungsvarianten beru¨cksichtigt:
RB 0 Die Ra¨nder konnten sich in Plattenebene frei verformen. Diese Bedin-
gung diente als theoretischer, ungu¨nstigster Fall zu Vergleichszwecken.
RB c(α)a An den Lastra¨ndern wurden zusa¨tzliche Verschiebungszwangsbe-
dingungen angebracht, die im Laufe der Verformung ein Geradebleiben
der jeweiligen Ra¨nder bewirkten. Diese Randbedingung orientiert sich
an den Randbedingungen bei Plattenbeulversuchen.
RB c(α)b Zusa¨tzlich zu den Lastra¨ndern wurden hier auch die La¨ngsra¨nder
mit den Verschiebungszwangsbedingungen in Plattenebene versehen.




Die Untersuchungen erfolgten fu¨r Seitenverha¨ltnisse α = 0.5, 1.0, 2.0 und







Die untersuchten Platten lagen in einem Bereich λp = 82 . . . 165 fu¨r die Sei-
tenverha¨ltnisse α = 1.0 bzw. α = 2.0 und λp = 66 . . . 132 fu¨r α = 0.5.
Zu Vergleichszwecken wurden sowohl FE - Modelle mit dreiknotigen, geo-
metrisch nichtlinearen Platten - Membran Elementen GEOSHELL3n [55] als
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auch mit neunknotigen isoparametrischen Schalenelementen GEOSHELL9n
[52] verwendet.
Die FE - Modelle waren im Einzelnen:
GEOSHELL3n GEOSHELL9n
Anzahl α = 0.5 α = 1.0 α = 2.0 α = 0.5 α = 1.0 α = 2.0
Knoten 1431 1681 1891 1225 1681 1891
Elemente 2704 3200 3600 288 400 450
DOF’s (RB 0) 6995 8241 9271 5977 8241 9271
Tabelle 4.1: Kennzahlen der verwendeten FE - Modelle
Die Belastung σ wurde so gewa¨hlt, dass aus dem globalen Lastvektor eine
konstante Scheibennormalspannung von σx = 1.0 kN/cm
2 resultiert. Somit
entspricht der Laststeigerungsfaktor λ der a¨ußeren Beanspruchung.
Lineare Stabilita¨tsanalysen
Abbildung 4.12: Singula¨rvektoren Φc - α = 0.5, 1.0, 2.0
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Der Beulwert kσx betra¨gt 6.25 fu¨r α = 0.5 und 4.0 fu¨r α = 1.0 bzw. α = 2.0.
Die zugeho¨rige Beulform ist in La¨ngsrichtung fu¨r α = 0.5 und α = 1.0
einwellig, fu¨r α = 2.0 zweiwellig.
In der numerischen linearen Stabilita¨tsanalyse wurden die kleinsten kriti-




Φc =KcΦc = 0.
Hierbei stellt ∆K die Steifigkeitsdifferenz zwischen der Initialsteifigkeit K0
im unbelasteten Zustand und der Steifigkeit fu¨r λ = 1.0 dar.
Sa¨mtliche Ergebnisse fu¨r λc fu¨r die GEOSHELL3n - Modelle sind im An-
hang D.1 aufgefu¨hrt. Die von α abha¨ngigen Beulformen Φc zeigt - in U¨ber-
einstimmung mit den Ergebnissen der linearen Beultheorie - Abb. 4.12. Die
Abweichungen zwischen analytisch und numerisch ermittelten Beulspannun-
gen liegen unter 0.5%. Ebenso zeigen sich hier kaum Unterschiede bei der
Verwendung der GEOSHELL3n- oder der GEOSHELL9n - Modelle. Eine
nichtlineare Stabilita¨tsanalyse zur Ermittlung von λc eru¨brigt sich, da die
jeweiligen prima¨ren Last - Verformungspfade linear verlaufen und damit eine
Approximation hinreichend genau ist.
Bei allen kritischen Punkten handelt es sich um Verzweigungspunkte mit:
F TΦc ≈ 0.
Nachbeulanalyse
In [7] wird ein Maß fu¨r das Verha¨ltnis zwischen Nachbeul- und Vorbeul-
steifigkeit - Ks/Kp - definiert. Es setzt die Berechnung des quadratischen
Nachbeulparameters
´´














Im Verzweigungspunkt sind dafu¨r die Steifigkeitsmatrix K, ihre Ableitung
nach den Verformungen K ,q sowie die Tangente an den prima¨ren Pfad qˆ
p zu
ermitteln. Das Steifigkeitsverha¨ltnis Ks/Kp bietet sich an, um die Einflu¨sse
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Abbildung 4.13: ˜˜q⊥, α = 0.5, α = 1.0, RB 0
Abbildung 4.14: ˜˜q⊥, α = 2.0, RB 0
der Plattenparameter b/t und α sowie unterschiedlicher Randbedingungen
auf das Nachbeulverhalten zu untersuchen.
Der Prima¨rpfad verla¨uft linear. Somit ist die Tangente qˆp konstant und damit
auch im singula¨ren Punkt bekannt. Als spezielle Lo¨sung q˜ wurde die Tangente
qˆp verwendet. Damit gilt C = 0 entsprechend Abschn. 3.8.2. Zur Bestimmung
von λ´s sind die Koeffizienten A und B nach Gl.(3.80) zu bestimmen. In allen
untersuchten Fa¨llen ergab sich A ≈ 0 und damit:
λ´s ≈ 0 → symmetrische Verzweigung.
Fu¨r
´´
λs sind vorab die spezielle Lo¨sung ˜˜q⊥ aus Gl.(3.82) und anschließend
die Koeffizienten D und E nach Gl.(3.84) zu ermitteln. Hierfu¨r wurde der
Algorithmus postbuckling-symm.s aus Abschn. 3.8.7 verwendet. Die spezi-
ellen Lo¨sungen ˜˜q⊥ sind fu¨r die verschiedenen Seitenverha¨ltnisse und Rand-
bedingungen in den Abb. 4.13 - 4.17, 1000- fach u¨berho¨ht, im Vergleich zur
unverformten Struktur dargestellt.
Die Nachbeulanalysen wurden fu¨r verschiedene b/t- Verha¨ltnisse und Rand-
bedingungen fu¨r die in Tab. 4.1 aufgefu¨hrten Modelle durchgefu¨hrt. Dabei
konnte λ´s mit beiden Modelltypen,
´´
λs jedoch nur im Fall der GEOSHELL3n
- Modelle zuverla¨ssig bestimmt werden.
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Abbildung 4.15: ˜˜q⊥, α = 0.5, RB c05a und c05b
x
y
Abbildung 4.16: ˜˜q⊥, α = 1.0, RB c1a und c1b
x
y
Abbildung 4.17: ˜˜q⊥, α = 2.0, RB c2a und c2b
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Die mit GEOSHELL9n diskretisierten Systeme wiesen innerhalb der nume-
rischen Differentiation eine hohe Sensitivita¨t gegenu¨ber dem Differentiati-
onsparameter ilon auf. Dies machte es unmo¨glich, den Koeffizienten D zu
bestimmen. Es ist zu vermuten, dass Schwa¨chen in der Formulierung dieses
Elementtyps bestehen, die jedoch erst bei speziellen Anforderungen, wie in
diesem Fall, hervortreten. Da dieses Problem im Rahmen dieser Arbeit nicht
weiter verfolgt werden konnte, wurden die quadratischen Nachbeulparame-
ter nur noch anhand der GEOSHELL3n - Modelle ermittelt. Hierfu¨r sind
sa¨mtliche Ergebnisse im Anhang D.1 aufgefu¨hrt.
Aus den Berechnungen zu den quadratischen Nachbeulinkrementen ergeben
sich folgende Sachverhalte:
• Aus den Abb. 4.13 - 4.17 wird deutlich, dass die Form von ˜˜q⊥ nur von
α und der gewa¨hlten Randbedingung, nicht jedoch vom konkreten b/t -
Verha¨ltnis abha¨ngig ist. ˜˜q⊥ und damit auch ´´qs enthalten ausschließlich
Verschiebungen in Plattenebene. In allen Fa¨llen gilt:
´´
λs > 0.
Damit besta¨tigen diese Untersuchungen die bekannte Aussage aus der
Beultheorie, dass es sich hier um symmetrisch stabile Verzweigun-
gen handelt. Es existiert ein mit einem Lastanstieg verbundener se-
kunda¨rer Gleichgewichtspfad. Dieses Verhalten wird in der Ingenieur-
praxis als u¨berkritisches Tragvermo¨gen bezeichnet.
• Das Steifigkeitsverha¨ltnisKs/Kp ist offensichtlich imWesentlichen von
den gewa¨hlten Randbedingungen und Seitenverha¨ltnissen α, jedoch
kaum vom b/t - Verha¨ltnis abha¨ngig. Bei A¨nderung der Randbedin-
gungen von RB 0 u¨ber RB c(α)a zu RB c(α)b sind erhebliche Stei-
gerungen fu¨r Ks/Kp zu verzeichnen. Eine ho¨here Nachbeulsteifigkeit
bedeutet auch eine gro¨ßere u¨berkritische Tragreserve.
• Bei α = 0.5 wirkt sich die Einfu¨hrung von zusa¨tzlichen geometrischen
Zwangsbedingungen an den Ra¨ndern gegenu¨ber RB 0 besonders stei-
figkeitserho¨hend aus, wobei hierfu¨r offensichtlich speziell die Zwangsbe-
dingung an den Lastra¨ndern maßgeblich ist. Fu¨r RB 0 sind in diesem
Fall nur sehr geringe Nachbeulsteifigkeiten vorhanden, was auf einen
nahezu horizontalen Verlauf des sekunda¨ren Pfades durch den Verzwei-
gungspunkt schließen la¨ßt.
• Bei der quadratischen Platte fu¨hren die ZwangsbedingungenRB c(α)a
bzw. RB c(α)b zu einer ≈ 20%-igen bzw. ≈ 45%-igen Erho¨hung der
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Nachbeulsteifigkeit gegenu¨ber RB 0. Im Gegensatz zu RB 0 unter-
scheiden sich bei den anderen Randbedingungen dieKs/Kp - Verha¨lt-
nisse kaum zwischen α = 1.0 und α = 2.0.
In [33] wird als exakter Wert fu¨r die unendlich lange Platte mit RB 0 der
Wert Ks/Kp = 0.408 angegeben. Die eigenen Ergebnisse (≈ 0.38) liegen
etwas darunter. Testrechnungen fu¨r α > 2 ergaben eine Anna¨herung an den
Referenzwert.
Sekunda¨re Gleichgewichtspfade
Auf der Basis der Nachbeulergebnisse lassen sich quadratische Approxima-
tionen fu¨r die sekunda¨ren Pfade erzeugen durch:













Als Pfadparameter s wurde einheitlich der zur maximalen Beulamplitude
geho¨rende Freiheitsgrad gewa¨hlt.
Parallel dazu wurden die Sekunda¨rpfade durch einen Pfadwechsel mit an-
schließender Pfadverfolgung (Algorithmus path-switch.s aus Abschn. 3.9.2)
ermittelt . Als charakteristische Verformungsgro¨ßen wurden die Last - Ver-
formungskurven fu¨r die Durchbiegung w, die Stauchung am Lastrand u und
die Verschiebung quer zum Plattenla¨ngsrand v aufgezeichnet.
Abb. 4.18 - 4.20 zeigen sowohl den numerisch ermittelten als auch den appro-
ximierten sekunda¨ren Gleichgewichtspfad fu¨r ein konkretes Beispiel (Modell:
GEOSHELL3n). Aufgrund der symmetrischen Verzweigung ist in Abb. 4.20
nur eine Ha¨lfte des sekunda¨ren Pfades dargestellt.
Die numerisch bzw. na¨herungsweise ermittelten sekunda¨ren Pfade weisen,
auch bei anderen b/t - Verha¨ltnissen, Randbedingungen und Seitenverha¨lt-
nissen, eine sehr gute U¨bereinstimmung auf. Auch fu¨r Lastho¨hen λ  λc,
wie z.B. in Abb. 4.21, konnten noch sehr gute Na¨herungen erzielt werden.
Die sekunda¨ren Pfade wurden bis zu einem spa¨ter noch definierten Lastni-
veau (Marke 36) verfolgt. Die Beulverformungen entlang des Sekunda¨rpfades
werden maßgeblich durch den jeweiligen Singula¨rvektor bestimmt.
Begleitend zur Pfadverfolgung wurde der kleinste Standardeigenwert der tan-
gentiellen Steifigkeitsmatrix beobachtet. In allen Fa¨llen traten keine kriti-
schen Punkte auf - der Verlauf des ersten Eigenwertes zeigte keine auffa¨lligen
Spru¨nge oder Knicke. Da die Steifigkeitsmatrix damit in jeder berechneten
Laststufe positiv definit ist, sind die berechneten Gleichgewichtspunkte ent-
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Abbildung 4.19: Sekunda¨rer Pfad: v - α = 1.0, b/t = 60, RB 0
l l/ c
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Abbildung 4.20: Sekunda¨rer Pfad: w - α = 1.0, b/t = 60, RB 0
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Abbildung 4.21: Sekunda¨rer Pfad: w - α = 1.0, b/t = 100, RB c1b
In [64] wird fu¨r die Durchbiegung einer quadratischen Platte mit RB c1b











Der dabei verwendete Ansatz fu¨r die Biegefla¨che lautet:







Abb. 4.22 zeigt einen Vergleich dieser analytischen Lo¨sung mit ausgewa¨hlten,
numerisch ermittelten Sekunda¨rpfaden. Wa¨hrend bei den mit GEOSHELL3n
l



















Abbildung 4.22: Vergleich zwischen analytisch und numerisch ermittelten
Sekunda¨rpfaden, α = 1.0, RB c1b
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diskretisierten Platten eine sehr gute U¨bereinstimung festzustellen ist, wei-
chen die Pfade bei Verwendung der GEOSHELL9n - Schalenelemente er-
heblich von der analytischen Lo¨sung ab. Damit sind auch fu¨r die Ho¨he der
u¨berkritischen Tragreserven große Unterschiede zwischen den GEOSHELL3n
- und GEOSHELL9n - Modellen zu erwarten. Wie auch schon bei der Nach-
beulanalyse zeigen sich hier Probleme bei der Anwendung der Schalenele-
mente GEOSHELL9n. Die Pfadverla¨ufe deuten auf eine U¨berscha¨tzung der
Steifigkeiten im geometrisch nichtlinearen Bereich hin.
U¨berkritisches Tragvermo¨gen
Aufgrund der symmetrisch stabilen Verzweigung ist die Tragfa¨higkeit einer
Platte nicht durch das Erreichen des kritischen Punktes erscho¨pft. Werden
Beulverformungen zugelassen, ist eine Laststeigerung u¨ber λc hinaus mo¨glich.
Im u¨berkritischen Bereich stellt sich in der Plattenmittelfla¨che ein nichtlinea-
rer Spannungsverlauf σx mit einem, zum La¨ngsrand hin ansteigenden Gradi-
enten σR > σPi, ein. Es existieren verschiedene theoretische und empirische
Ansa¨tze, um eine Abha¨ngigkeit der a¨ußeren konstanten Scheibenspannung σ
von der Randspannung σR herzustellen [42]. Zu nennen sind hier vor allem




(σxPi + σR) bzw. σ =
√
σxPiσR.
In der Mitte der Platte gilt weiterhin σx = σPi. Als Grenze der u¨berkritischen
Tragfa¨higkeit wird das Erreichen der Fließspannung fy am La¨ngsrand fest-
gelegt. Dies fu¨hrt nach Ka´rma´n auf die u¨berkritische Tragfa¨higkeit σu:
σR = fy → σ = σu =
√
σxPi fy.
Die Formeln setzen α ≥ 1.0 sowie Randbedingungen entsprechendRB c(α)b
(Gitterrostmodell) voraus.
Aus den vorangegangenen Analysen sind die sekunda¨ren Pfade bekannt, so
dass sich nun die u¨berkritischen Tragreserven direkt ermitteln lassen. Dies
ko¨nnte anhand der asymptotischen Pfadna¨herung erfolgen, indem schrittwei-
se approximierte Verformungsfelder auf die Struktur aufgebracht werden, um
anschließend Spannungsauswertungen durchzufu¨hren.
Hier wurde ein anderes Vorgehen gewa¨hlt. Wa¨hrend der Verfolgung des Se-
kunda¨rpfades wurde der Spannungsverlauf σx entlang maßgebender Schnitte
beobachtet. Die Auswertung erfolgte fu¨r Integrationspunkte auf den jewei-
ligen Schnitten, die bei α = 0.5 bzw. 1.0 na¨herungsweise in der Na¨he der



































































Abbildung 4.25: Spannungsverteilung σx, α = 1, b/t = 100, RB c1b
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Als Grenze der u¨berkritischen Tragfa¨higkeit wurde das Erreichen von fy am
jeweils a¨ußersten Integrationspunkt (≈ σR) festgelegt. Beim Material soll es
sich um S 235(fy = 24.0 kN/cm
2) bzw. S 355(fy = 36.0 kN/cm
2) handeln.
Die Pfadverfolgung wurde bei σR > 36.0 kN/cm
2 abgebrochen. Da wa¨hrend
der Pfadverfolgung die gesuchte Lastho¨he nur zufa¨llig oder bei extrem kleinen
Pra¨diktorschritten direkt erreicht wird, wurden na¨herungsweise die gesuchten
Laststufen aus den benachbarten Gleichgewichtszusta¨nden interpoliert.
In den Abb. 4.23 - 4.25 sind an einem konkreten Beispiel unter verschiedenen
Randbedingungen die Spannungsauswertungen fu¨r ausgewa¨hlte Lastniveaus
dargestellt (Modell: GEOSHELL9n). In den Abbildungen sind die folgenden
Laststufen λ ≥ λc gekennzeichnet:
• −→ λ = λc
◦ −→ λ/λc bei σR = 24.0 kN/cm2
 −→ λ/λc bei σR = 36.0 kN/cm2.





36“ ebenfalls die zugeho¨rigen Grenzlaststufen markiert.
Die Spannungsauswertung nach Abb. 4.23 ergibt beispielsweise, dass fu¨r
den speziellen Fall mit λc = 7.56 bei S 235 eine ≈ 37%-ige und bei S 355
eine ≈ 60%-ige u¨berkritische Tragreserve vorhanden ist. Die a¨ußere Bean-
spruchung kann somit theoretisch bis auf σu = 10.34 kN/cm
2(S 235) bzw.
σu = 12.06 kN/cm
2(S 355) gesteigert werden. Sa¨mtliche Ergebnisse zu den
u¨berkritischen Tragreserven, sowohl fu¨r die GEOSHELL3n- als auch fu¨r die
GEOSHELL9n - Modelle, sind im Anhang D.1 dokumentiert.
Infolge des zweiwelligen Ausbeulens bei α = 2.0 unterscheiden sich die u¨ber-
kritischen Tragreserven wie auch die Beulspannungen kaum von α = 1.0.
Aus den Abb. 4.23 - 4.25 wird deutlich, dass RB c(α)a bei α = 1.0 und
2.0 nur geringe A¨nderungen in der Spannungsverteilung hervorruft. Dagegen
fu¨hrt Randbedingung RB c(α)b sowohl zu einer erheblichen Vergo¨ßerung
der u¨berkritischen Tragreserve als auch zu einer grundlegenden A¨nderung
des Spannungsverlaufs. Diese Spannungsverteilung besta¨tigt imWesentlichen
die Annahmen der analytischen Vorgehensweise nach Marguerre. Zum einen
stellt sich tatsa¨chlich ein cosinus - fo¨rmiger Spannungsverlauf ein, zum an-
deren bleibt die Spannung in Plattenmitte nahezu auf dem Niveau von σPi.
Dagegen geht Ka´rma´n von einer Spannungsverteilung mit steilerem Gradi-
enten zum Rand hin aus. Hier sind offensichtlich bereits Einflu¨sse aus Imper-
fektionen enthalten, die die Spannungsverteilung vera¨ndern.
In den Abb. 4.26 und Abb. 4.27 sind in Anlehnung an [42] die theoreti-
schen und numerisch ermittelten u¨berkritischen Tragreserven fu¨r den Fall
α = 1.0 und fy = 24.0 kN/cm
2 bzw. fy = 36.0 kN/cm
2 gegenu¨bergestellt.
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Abbildung 4.26: Analytische vs. numerische Lo¨sung: u¨berkritische Tragreser-
ven, α = 1.0, RB c1b, fy = 24.0 kN/cm
2























Abbildung 4.27: Analytische vs. numerische Lo¨sung: u¨berkritische Tragreser-
ven, α = 1.0, RB c1b, fy = 36.0 kN/cm
2
U¨berkritische Tragfa¨higkeiten sind bei fy = 24.0 kN/cm
2 ab b/t = 56.2, bei
fy = 36.0 kN/cm
2 ab b/t = 45.89 vorhanden. In beiden Fa¨llen zeigt sich,
dass zwischen den - anhand der GEOSHELL3n - Modelle gewonnenen - nu-
merischen und den analytischen Ergebnissen nach Marguerre eine sehr gute
U¨bereinstimmung besteht. Die GEOSHELL3n- und GEOSHELL9n - Modelle
zeigen zwar in den qualitativen Spannungsverla¨ufen keine Unterschiede, in
den erreichten u¨berkritischen Lastho¨hen sind jedoch erhebliche Abweichun-
gen festzustellen. Die Na¨he der Ergebnisse der GEOSHELL9n - Modelle und
der Ka´rma´n - Lo¨sung scheint zufa¨llig zu sein.
Ein Vergleich der u¨berkritischen Tragreserven fu¨r die verschiedenen Rand-

















Abbildung 4.28: Spannungsverteilung σx, α = 0.5, b/t = 100, RB c1b
gu¨nstigsten ist, das heißt die Systeme die geringsten Tragreserven besitzen.
Dagegen fu¨hren RB c1b bzw. RB c2b mit verformungsbehinderten Last-
und La¨ngsra¨ndern auf die gro¨ßten u¨berkritischen Tragreserven.
Fu¨r α ≤ 1.0 a¨ndert sich das Last - Verformungsverhalten im u¨berkritischen
Bereich grundlegend. Das Tragverhalten na¨hert sich dem einer Platte mit frei-
en La¨ngsra¨ndern an. Fu¨r solche Platten, die eine Kombination aus platten-
und staba¨hnlichem Verhalten aufweisen, das als
”
knickstaba¨hnliches Verhal-
ten“ bezeichnet wird, sind kaum u¨berkritische Tragreserven vorhanden.
Im praktischen Beulsicherheitsnachweis wird
”
knickstaba¨hnliches Verhalten“
durch erho¨hte Sicherheiten beru¨cksichtigt [39]. Fu¨r den Lastfall konstanter

























Abbildung 4.29: Analytische vs. numerische Lo¨sung: u¨berkritische Tragreser-
ven, α = 0.5, RB c05b, fy = 36.0 kN/cm
2
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Druck ist fu¨r α < 0.644 knickstaba¨hnliches Verhalten zu erwarten [36].
Fu¨r α = 0.5 existieren keine analytischen Formeln zur u¨berkritischen Tragre-
serve oder Spannungsverteilung. Die numerische Vorgehensweise ermo¨glicht
auch hier Aussagen zur u¨berkritischen Tragreserve. Die Spannungsverteilun-
gen bei x = 1/2a zeichnen sich im Unterschied zu den Fa¨llen α = 1.0 oder 2.0
dadurch aus, dass in Plattenmitte die Beulspannung nicht erhalten bleibt. Im
konkreten Fall nach Abb. 4.28 ist ein 50%-iger Abfall von σxPi fu¨r die Grenz-
tragfa¨higkeit λ36 zu verzeichnen.
Nennenswerte u¨berkritische Tragreserven existieren im Fall α = 0.5 erst bei
hohen Plattenschlankheiten. RB c05b fu¨hrt nur zu geringen Zuwa¨chsen
bei der u¨berkritischen Tragreserve. In Abb. 4.29 werden fu¨r α = 0.5 und
fy = 36.0kN/cm
2 die numerischen mit den
”
analytischen“ Werten, ungeach-
tet ihrer Gu¨ltigkeitsgrenze α ≥ 1.0, miteinander verglichen.
Hieraus wird deutlich, dass beim
”
knickstaba¨hnlichem“ Verhalten die Lo¨sun-
gen sowohl nach Marguerre als auch nach Ka´rma´n zu erheblichen U¨berscha¨t-
zungen der u¨berkritischen Tragreserve fu¨hren wu¨rden. Da dies im bauprak-
tischen Nachweis verhindert werden muß, wurde in [39] fu¨r den Einfluß des
”
Knickstabverhaltens“ ein zusa¨tzlicher Abminderungsfaktor κK eingefu¨hrt.
126














Abbildung 4.30: System, Lastfall σ1
Einen weiteren Grundbeulfall stellt das durch Biegerandspannungen bean-
spruchte Beulfeld dar. Die numerische Stabilita¨tsanalyse erfolgte exempla-
risch an einer quadratischen Platte nach Abb. 4.30 mit RB 0, einer Platten-
schlankeit von b/t = 150 und einem Randspannungsverha¨ltnis von ψ = −1.0.
Dabei wird durch RB 0 der ungu¨nstigste Fall behandelt, das praktische Sta-
bilita¨tsverhalten wird im Allgemeinen aufgrund von Randsteifen gu¨nstiger
ausfallen. Der globale Lastvektor F wurde fu¨r die numerische Rechnung so
kalibriert, dass sich ein Grundzustand mit σ1 = 1.0 kN/cm
2 einstellt und
somit λ = σ1 gilt.
Die ersten drei Eigenformen einer linearen Stabilita¨tsanalyse sind in Abb. 4.31
dargestellt. Die ermittelten kritischen Lastfaktoren und die Beulverformun-
gen im Biegedruckbereich stimmen sowohl wertema¨ßig als auch qualitativ
sehr gut mit den Ergebnissen der linearen Beultheorie u¨berein. Im Einzel-













Abbildung 4.31: Lineare Stabilita¨tsanalyse - Eigenvektoren, Lastfall σ1
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Abbildung 4.32: qˆp und ˜˜q⊥, Lastfall σ1
Ergebnisse der linearen Beultheorie):
λc = 21.722 [σ1Pi = 21.624 kN/cm
2 2-wellig]
λ2 = 23.102 [σ1Pi = 22.888 kN/cm
2 1-wellig]
λ3 = 28.776 [σ1Pi = 29.003 kN/cm
2 3-wellig].
Es handelt sich bei λc, wie auch bei den anderen kritischen Punkten, um
einen Verzweigungspunkt:
F TΦc = 1.7141 e−17 ≈ 0.
Aus einer Nachbeulanalyse im kleinsten kritischen Punkt ergeben sich fu¨r die
lineare bzw. quadratische A¨nderung des Lastparameters:
λ´s = −4.0162 e−9 ≈ 0 und ´´λs = 0.28587 > 0.
Damit handelt es sich bei diesem Stabilita¨tsproblem, wie schon bei den zu-
vor behandelten Plattenbeulfa¨llen, ebenfalls um eine symmetrisch stabile





Abb. 4.32 zeigt die verformten Strukturen fu¨r die in der Nachbeulanalyse
verwendeten Tangentenlo¨sung qˆp und die spezielle Lo¨sung ˜˜q⊥ in 3000- bzw.
1000- facher U¨berho¨hung. Sowohl qˆp als auch ˜˜q⊥ enthalten ausschließlich
Verformungen in Plattenebene.
Der sekunda¨re Pfad wurde wieder zum einen durch einen Pfadwechsel mit
anschließender Pfadverfolgung und zum anderen durch eine Approximati-
on mit den Ergebnissen aus der Nachbeulanalyse ermittelt. Dabei wurde
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Abbildung 4.33: Sekunda¨rer Pfad - u, v, w, Lastfall σ1
als Pfadparameter wieder die Plattendurchbiegung am Freiheitsgrad mit der
maximalen Amplitude ausgewa¨hlt. In Abb. 4.33 ist der sekunda¨re Pfad fu¨r
drei verschiedene Freiheitsgrade dargestellt. Auch hier ist wieder eine gute
U¨bereinstimmung zwischen dem numerisch ermittelten und dem approxi-
mierten Sekunda¨rpfad festzustellen.
Der sekunda¨re Pfad wurde bis zu einem Lastniveau von λ = 40.99 = 1.89λc
verfolgt. Eine begleitend durchgefu¨hrte Kontrolle des kleinsten Standardei-
genwertes zeigte keine Singularita¨ten an. Die verformte Struktur fu¨r die letzte
berechnete Laststufe ist in Abb. 4.34 in Ansicht und Draufsicht in 10- bzw.
50- facher U¨berho¨hung dargestellt.
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Abbildung 4.34: Beulverformungen, λ = 40.99 = 1.89λc
Ein Vergleich der Draufsicht aus Abb. 4.34 mit ˜˜q⊥ aus Abb. 4.32 zeigt
die A¨hnlichkeit beider Verformungsfelder. Die Verschiebung in Plattenebene
nach Abb. 4.34 la¨ßt sich erzeugen, wenn die quadratische Lo¨sung ˜˜q⊥ mit
einem Vielfachen der Tangentenlo¨sung qˆp u¨berlagert wird. Dies entspricht
genau dem Vorgehen bei der quadratischen Approximation innerhalb der
Nachbeulanalyse.
Um die u¨berkritische Tragreserve zu ermitteln, wurde wieder begleitend eine
Spannungsauswertung, hier anhand von Mises - Vergleichsspannungen, am
maßgebenden Schnitt bei x = 0.25a durchgefu¨hrt. Als Grenztragfa¨higkeits-
kriterium wurde wieder das Erreichen der Fließgrenzen fy = 24.0 kN/cm
2
bzw. fy = 36.0kN/cm
2 festgelegt. Bei diesem Beispiel mit der hohen Platten-
schlankheit von b/t = 150 existieren nur geringe u¨berkritische Tragreserven:
fy = 24.0 kN/cm
2: λ24/λc = 1.041
fy = 36.0 kN/cm
2: λ36/λc = 1.266.
Da die Ermittlung der u¨berkritischen Tragfa¨higkeit auf diesem Wege sehr
rechenzeitintensiv ist, kann alternativ eine Abscha¨tzung der u¨berkritischen
Tragreserve vorgenommen werden. Dazu wird das approximierte Verfor-
mungsfeld fu¨r den sekunda¨ren Pfad auf die Struktur aufgebracht und an-
schließend eine Spannungsanalyse durchgefu¨hrt. Der Pfadparameter s wird
dabei solange variiert, bis das festgelegte Grenzkriterium erreicht ist. Mit
diesem Vorgehen ergaben sich folgende Abscha¨tzungen der u¨berkritischen
Tragreserve:
fy = 24.0 kN/cm
2: λ˜24/λc = 1.042
fy = 36.0 kN/cm
2: λ˜36/λc = 1.263.
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Die Abweichungen zu den Ergebnissen aus der Pfadverfolgung sind sehr ge-
ring. Damit erweist sich hier die Abscha¨tzung der u¨berkritischen Tragreser-
ve auf der Grundlage einer quadratischen Approximation des Pfadverlaufes
als brauchbare, unkompliziert und schnell durchzufu¨hrende Alternative. Ei-
ne Abscha¨tzung der u¨berkritischen Tragreserve auf diesem Weg wird in der
Regel immer dann zutreffende Ergebnisse liefern, wenn, wie in diesem Fall,
das Grenzlastniveau nicht weit entfernt vom Verzweigungspunkt ist und eine
gute U¨bereinstimmung zwischem approximiertem und durch Pfadverfolgung
ermitteltem Sekunda¨rpfad besteht.
Die u¨berkritische Tragfa¨higkeit nach dem Beulsicherheitsnachweis [39] wa¨re,
ohne Beru¨cksichtigung von γM :
fy = 24.0 kN/cm
2 → λ¯p = 1.054, κ = 0.939, σP,R
σ1Pi
= 1.042
fy = 36.0 kN/cm
2 → λ¯p = 1.290, κ = 0.804, σP,R
σ1Pi
= 1.338.
Die Grenzbeulspannungen σP,R nach [39] werden, im Gegensatz zu den nu-
merisch ermittelten, am imperfekten System ermittelt. Trotz der Abminde-
rung der theoretischen u¨berkritischen Tragfa¨higkeit infolge von Imperfektio-
nen sind hier gleiche bzw. ho¨here Tragfa¨higkeiten im Vergleich zu den erziel-
ten Ergebnissen zu verzeichnen.
Die Ursache dafu¨r sind unterschiedliche Randbedingungen, die der hier durch-
gefu¨hrten numerischen Stabilita¨tsanalyse und der praktischen Rechnung zu-
grunde liegen. Die hier verwendete Randbedingung RB 0 mit in der Ebene
frei verschieblichen Ra¨ndern stellt den ungu¨nstigsten Fall mit den kleinsten
u¨berkritischen Tragreserven dar. Fu¨r die praktische Rechnung wird dagegen
von einem Gitterrostmodell mit ausgesteiften Ra¨ndern ausgegangen.
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E = 2.1e4 kN/cm², = 0.3, t = 0.1 cmn
t
Abbildung 4.35: System, Lastfall τ
Die im vergangenen Abschnitt untersuchte Platte mit b/t = 150 und RB 0
wird nun durch eine konstante Randschubspannung τ entsprechend Abb. 4.35
beansprucht. Im Grundzustand betra¨gt τ = 1.0 kN/cm2. Die ersten 3 Eigen-
werte aus einer linearen Stabilita¨tsanalyse mit den dazugeho¨rigen Eigenvek-
toren nach Abb. 4.36 lauten:













Abbildung 4.36: Lineare Stabilita¨tsanalyse - Eigenvektoren, Lastfall τ
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Abbildung 4.37: qˆp und ˜˜q⊥, Lastfall τ
Die Bedingung fu¨r einen Verzweigungspunkt ist bei λc erfu¨llt:
F TΦc = 6.9855 e−16 ≈ 0.
Eine Nachbeulanalyse im Verzweigungspunkt ergibt:




Auch bei diesem Stabilita¨tsproblem handelt es sich um eine symmetrisch
stabile Verzweigung.
Das Verha¨ltnis der Nachbeul- zur Vorbeulsteifigkeit ist gro¨ßer als bei einer
linear vera¨nderlichen Randnormalspannung. Damit ist - unter der Voraus-
setzung, dass das Grenzlastniveau im Gu¨ltigkeitsbereich der asymptotischen
Na¨herung, das heißt mo¨glichst nahe am Verzweigungspunkt liegt - eine ho¨here
kritische Tragreserve zu erwarten.
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Abbildung 4.39: Sekunda¨rer Pfad - |disp a|, |disp b|, Lastfall τ
In Abb. 4.37 sind die Tangentenlo¨sung qˆp fu¨r den prima¨ren Pfad und die
spezielle Lo¨sung ˜˜q⊥ in 5000- facher U¨berho¨hung dargestellt. Auch bei diesem
Beulfall entha¨lt ˜˜q⊥ ausschließlich Verformungen in der Plattenebene.
Den durch Pfadwechsel bzw. Approximation ermittelten Sekunda¨rpfad zei-
gen Abb. 4.38 und Abb. 4.39. Dabei sind neben der Durchbiegung in Platten-
mitte die Betra¨ge der Eckverschiebungen in Richtung bzw. ⊥ zur Schubbeule
entsprechend Abb. 4.37 dargestellt. Als Pfadparameter s wurde wieder die
gro¨ßte Durchbiegung der Schubbeule in Plattenmitte gewa¨hlt. Auch in die-




Die Verfolgung des sekunda¨ren Pfades wurde bei λ = 10.333 = 1.304λc ab-
gebrochen. Die verformte Struktur fu¨r die letzte berechnete Laststufe ist in
Abb. 4.40 zu sehen. Die Ansicht ist dabei 15- fach, die Draufsicht 150- fach
u¨berho¨ht. Deutlich ist, neben qˆp, der Einfluß der quadratischen Verschie-
bungskorrektur ˜˜q⊥ auf die Verformungen in Plattenebene zu sehen.
Als u¨berkritische Tragfa¨higkeiten wurden anhand von Mises - Vergleichsspan-
Abbildung 4.40: Beulverformungen, λ = 10.33
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nungen ermittelt:
fy = 24.0 kN/cm
2: λ24/λc = 1.100 (λ˜24/λc = 1.111)
fy = 36.0 kN/cm
2: λ36/λc = 1.272 (λ˜36/λc = 1.396).
Mit ˜ sind die u¨berkritischen Tragfa¨higkeiten bezeichnet, die sich aus dem
approximierten Pfadverlauf ergeben wu¨rden. Fu¨r fy = 24.0 kN/cm
2 ist eine
gute U¨bereinstimmung, fu¨r fy = 36.0 kN/cm
2 eine ≈10%-ige U¨berscha¨tzung
der Tragreserve zu verzeichnen.
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Abbildung 4.41: Kreiszylindrisches Schalensegment
Kreiszylindrische Schalensegmente nach Abb. 4.41, so genannte
”
Panel“, sind
unter axialem Druck stabilita¨tsgefa¨hrdet. Das Ausbeulen solcher Segmente
stellt nicht nur ein theoretisch interessantes Stabilita¨tsproblem dar, sondern
besitzt auch eine praktische Bedeutung, da kreiszylindrische Schalensegmente
als Teile komplexerer Ingenieurkonstruktionen auftreten.
Hierzu geho¨ren la¨ngsversteifte Kreiszylinderschalen nach Abb. 4.42, wie sie
im Beha¨lterbau und in der Meerestechnik verwendet werden. La¨ngssteifen
erho¨hen wesentlich die Stabilita¨t axialdruckbelasteter Kreiszylinderschalen
und stellen im Allgemeinen auch die wirtschaftlichere Lo¨sung gegenu¨ber einer
Wanddickenvergo¨ßerung dar. Schalensegmente werden in dieser Anwendung








Abbildung 4.42: La¨ngsversteifte Kreiszylinderschale
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Abbildung 4.43: Stabilita¨tsprobleme la¨ngsversteifter KZS aus [13]
Bei la¨ngsversteiften KZS erfolgt das Schalenbeulen, eine ausreichende Biege-
und Torsionssteifigkeit der La¨ngssteifen vorausgesetzt, als lokales Ausbeulen
der Teilschalenfelder zwischen den Steifen. Im praktischen Stabilita¨tsnach-
weis, z.B. [12] oder [13], wird deshalb eine ausreichende Beulsicherheit sowohl
fu¨r das globale Beulen der gesamten Schale - Abb. 4.43 b) - als auch das lokale
Ausbeulen einzelner Teilschalenfelder - Abb. 4.43 a) - gefordert. Ein lokales
Beulen bzw. Drillknicken der La¨ngssteifen nach Abb. 4.43 c) wird in der
Regel durch eine ausreichende Steifigkeit ausgeschlossen.
Die Stabilita¨tsnachweise fu¨r la¨ngsversteifte KZS basieren, wie sa¨mtliche Sta-
bilita¨tsnachweise, auf einem halbempirischen Nachweiskonzept. Alternativ
ermo¨glicht [13] auch eine numerische Stabilita¨tsanalyse, wobei man in der
Regel nicht die gesamte Kreiszylinderschale, sondern nur Teilschalenfelder
untersuchen wird. Hierbei stellt sich die Frage nach den zutreffenden Rand-
bedingungen fu¨r das FE - Modell.
Zum Stabilita¨tsverhalten von kreiszylindrischen Schalensegmenten existiert
in der Literatur bereits eine Reihe von Untersuchungen. Hervorzuheben sind
umfangreiche analytische Untersuchungen in [64] und FE - Analysen in [16]
und [24]. Das prinzipielle Stabilita¨tsverhalten la¨ngsversteifter axialdruckbe-
lasteter KZS ist umfassend in [15] dargestellt. Fu¨r den u¨berwiegenden Teil
der vorliegenden numerischen Analysen ist jedoch festzustellen:
a) Die Schalensegmente dienten lediglich als Referenzobjekt zur Veran-
schaulichung oder U¨berpru¨fung neuer bzw. effektiverer Finiter Schalen-
elemente oder modifizierter Analyseverfahren. Ein praktischer Bezug,
beispielsweise zum Einsatz als Teilschalenfelder, ist selten vorhanden.
b) Die Stabilita¨tsanalysen erfolgten in der Regel nur an zwei ausgewa¨hlten
quadratischen Schalensegmenten mit den Kru¨mmungsradien r = 20
oder r = 33.33, so dass eine Verallgemeinerung der gewonnenen Er-
kenntnisse kaum mo¨glich ist.
c) Es wurden ha¨ufig sehr spezielle Randbedingungen verwendet, um Ver-
gleiche mit analytischen Ergebnissen zu ermo¨glichen. Dadurch verein-
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fachten sich zwar die Stabilita¨tsuntersuchungen, aus praktischer Sicht
sind diese Randbedingungen jedoch kritisch zu beurteilen.
d) Die zum Teil gravierenden Unterschiede zwischen den numerischen Be-
rechnungsergebnissen und analytischen Lo¨sungen werden in der Regel
nicht ausreichend diskutiert.
Unter Anwendung der im Kapitel 3 beschriebenen Methoden und Algorith-
men wurde das Stabilita¨tsverhalten axialdruckbelasteter kreiszylindrischer
Schalensegmente bzw. Teilschalenfelder untersucht. Dabei stand im Vorder-
grund der praktisch wichtige Fall des zylindrischen Teilschalenfeldes und
nicht das, vor allem stabilita¨tstheoretisch interessante, allseitig gelenkig und
radial unverschieblich gelagerte einzelne Schalensegment.
4.5.1 Systeme und Belastung
Die Analysen erfolgten fu¨r quadratische Schalensegmente nach Abb. 4.41,
wobei die entlang des Segmentumfangs gemessene Breite b gleich der Schalen-
segmentla¨nge a ist. Der Kru¨mmungsradius r wurde variiert, a und die Scha-
lendicke t blieben konstant. Die Schalensegmente werden durch KS, einen in





Die untersuchten Schalensegmente lagen in einem Bereich KS = 1, 2 . . . 30.
Zur FE - Modellierung inkl. Randbedingungen wurde eine Befehlsabfolge im
FE - Programm SLang erstellt, die eine automatische Modellgenerierung bei
Vorgabe von KS ermo¨glichte. Es wurden zwei Modellvarianten, ein Viertel-
segment (M1) und ein vollsta¨ndiges Segment (M2), bereitgestellt. Die Diskre-
tisierung erfolgte durch geometrisch nichtlineare dreiknotige Platten - Mem-
bran - Elemente GEOSHELL3n [55]. Nach Voruntersuchungen wurden fu¨r
alle Segmente folgende Diskretisierungen gewa¨hlt:
Knoten Elemente Globale DOF´s
(ohne Randbed.)
Modell 1 (M1) 676 1250 4056
1/4 - Segment
Modell 2 (M2) 1681 3200 10086
vollsta¨ndiges Segment
Tabelle 4.2: Kennzahlen der verwendeten FE - Modelle
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Die Auswahl des jeweiligen Modells richtete sich nach der Zula¨ssigkeit fu¨r
die Abbildung des Strukturverhaltens (M1!) und der Recheneffektivita¨t.
Die physikalischen und geometrischen Gro¨ßen betrugen einheitlich:
E = 2.1e+ 4 kN/cm2, ν = 0.3, t = 1.0 cm, a = 20 cm.
Auch wenn es sich hier nicht um reale Abmessungen z.B. aus dem Beha¨lterbau
handelt, ko¨nnen die stabilita¨tstheoretischen Aussagen auf reale Konstruktio-
nen u¨bertragen werden. Die Festlegung der Modellabmessungen erfolgte hier
aufgrund der zur Verfu¨gung stehenden rechentechnischen Kapazita¨ten.
An den Lastra¨ndern wurde entsprechend Abb. 4.41 in La¨ngsrichtung eine ge-
gengleiche Druckbeanspruchung aufgebracht, die in die Rechnungen als un-
vera¨nderlicher, richtungstreuer globaler Lastvektor F eingeht. Er wurde so
kalibriert, dass am perfekten Schalensegment eine a¨ußere konstante Druckbe-
anspruchung in axialer Richtung von σ0 = 1.0 kN/cm
2 vorlag. Die Belastung
wurde linear u¨ber den Lastparamter λ gesteigert, somit gilt σ = λ. Andere
Lastfa¨lle, wie z.B. Druckbeanspruchung in Umfangsrichtung oder Schubbe-
anspruchung, wurden hier nicht untersucht.
Bei den geometrischen Randbedingungen ist einerseits zwischen den Rand-
bedingungen an den Quer- bzw. Lastra¨ndern und den La¨ngsra¨ndern, an-
dererseits zwischen Membran- und Biegerandbedingungen zu unterscheiden.
Folgende Randbedingungskombinationen (RB) wurden beru¨cksichtigt:
Lastra¨nder La¨ngsra¨nder
RB P1 nx = nxy = w = w,xx = 0 ny = nyx = w = w,yy = 0
RB P2 nx = v = w = w,xx = 0 ny = u = w = w,yy = 0
RB F1 nx = v = w = w,xx = 0 ny = u = w = w,y = 0
RB F2 nx = v = w = w,xx = 0 nyx = v,x = w = w,y = 0
RB F3 nx = v = w = w,xx = 0 u = v,x = w = w,y = 0
Tabelle 4.3: U¨bersicht u¨ber die verwendeten Randbedingungskombinationen
Bei P1 und P2 waren die Schalensegmente allseitig gelenkig gelagert, in den
Fa¨llen F1 - F3 die La¨ngsra¨nder in La¨ngsrichtung eingespannt. Die Bedin-
gungen nx = 0 bzw. ny = 0 stehen fu¨r eine freie ”
Verwo¨lbung“ der Last-
bzw. La¨ngsra¨nder, nxy bzw. nyx kennzeichnen die Schubrandbedingungen.
In allen Fa¨llen wurde eine Unverschieblichkeit der Segmentra¨nder in radialer
Richtung realisiert (w = 0). Dies war innerhalb der Modellierung mit er-
heblichem Aufwand verbunden und konnte nur na¨herungsweise anhand von
Rand - Normalenvektoren erfolgen. Fu¨r ein Geradebleiben der La¨ngsra¨nder





Im ersten Schritt der Untersuchungen erfolgten lineare Stabilita¨tsanalysen.
Bevor auf die Ergebnisse eingegangen wird, sollen in Anlehnung an [15] ei-
nige Aspekte zur linearen Stabilita¨t axialdruckbelasteter, vollsta¨ndiger und
unversteifter KZS dargestellt werden, die auch fu¨r die Interpretation der Er-
gebnisse zu den Schalensegmenten von großer Bedeutung sind.
Abbildung 4.44: Klassischer (links) und realer, rotationssymmetrischer Vor-
beulzustand (rechts) der vollsta¨ndigen KZS nach [36]
Die klassische, ideale Beulspannung fu¨r die vollsta¨ndige unversteifte KZS
ergibt sich fu¨r ν = 0.3 durch:
σki = 0.605Et/r.
Es werden vorausgesetzt:
1. ein vollsta¨ndig biegungsfreier Membranvorbeulzustand und
2. klassische Beulrandbedingungen.
In der klassischen linearen Beultheorie wird zwischen den Randbedingungen
im Vorbeulbereich und den Randbedingungen des infinitesimal benachbarten
Zustandes im kritischen Punkt, den Beulrandbedingungen, unterschieden.
Fu¨r 1. ist entlang der Ra¨nder eine membrangerechte Lagerung entsprechend
Abb. 4.44 (links) notwendig. Die Erfu¨llung von 2. erfordert eine radial und
tangential unverschiebliche, gelenkige Lagerung, wie sie beispielsweise bei den
in Tab. 4.3 alsRB P2 -RB F3 bezeichneten Membran- und Biegerandbedin-
gungen fu¨r den Lastrand vorliegen. Fu¨r den Vorbeulzustand sollen demnach
andere Bedingungen als fu¨r den Nachbarzustand gelten. Auf diesen Wider-
spruch der linearen Beultheorie wird in [36] ausdru¨cklich hingewiesen.
Die Beru¨cksichtigung realistischer, praxisnaher Randbedingungen wie nach
Abb. 4.44 (rechts) fu¨hrt zu zum Teil erheblichen Einbußen fu¨r σki.
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Nach [65] wird die ideale Beulspannung wesentlich von der Schubrandbedin-
gung beeinflußt. Infolge der Beulrandbedingung nxy = 0 ist eine etwa 50%-
ige Verringerung der Beulspannung der gelenkig gelagerten, vollsta¨ndigen
KZS zu verzeichnen. Wird ein rotationssymmetrischer, infolge Zwang an
den Ra¨ndern durch ν 6= 0 hervorgerufener Vorbeulzustand nach Abb. 4.44
(rechts) beru¨cksichtigt, ergibt sich zusa¨tzlich eine Abminderung der kriti-
schen Beulspannung um etwa 15%.
Die ideale kritische Beulspannung eines quadratischen, gelenkig gelagerten












fu¨r KS > 12.
Demnach liegen die idealen Beulspannungen nur fu¨r flache Segmente mit
KS < 12 u¨ber denen von vergleichbaren unversteiften KZS unter Axialdruck.
A¨hnliche analytische Formeln sind in [29] zu finden. Sie liefern dieselben
kritischen Lasten.
Auch die Berechnungsformeln fu¨r σxSi gehen von einem reinen Membran
- Vorbeulzustand und klassischen Beulrandbedingungen aus. Dafu¨r wa¨ren
exakt radiale Lagerungen ohne Behinderung der Querverformung und fu¨r
den Nachbarzustand klassische Beulrandbedingungen sowohl an den Last-
als auch an den La¨ngsra¨ndern - siehe RB P2 nach Tab. 4.3 - notwendig.
Beim Sonderfall der zylindrischen Teilschalenfelder bestehen große Unter-
schiede zwischen den tatsa¨chlichen und den nach der linearen Beultheorie
vorausgesetzten Randbedingungen. A¨hnlich wie bei der vollsta¨ndigen KZS
ist auch hier zu erwarten, dass solche Abweichungen vom membrangerechten
Vorbeulzustand und/oder den klassischen Beulrandbedingungen an den Last-
und hier zusa¨tzlich an den La¨ngsra¨ndern erheblichen Einfluß auf die kriti-
schen Lasten besitzen. Ob Einbußen fu¨r σxSi in a¨hnlichen Gro¨ßenordnungen
wie bei der vollsta¨ndigen KZS auftreten, ist zu kla¨ren.
Die durchgefu¨hrten numerischen Analysen erfolgten randbedingungskonsi-
stent, das heißt die nach Tab. 4.3 festgelegten Randbedingungen gelten so-
wohl fu¨r den Vorbeul- als auch fu¨r den Nachbarzustand.
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Abbildung 4.45: Beulformen Φc,Φ2,Φ3, RB P1, K
S = 10
Es wurden zwei Fa¨lle des allseitig gelenkig gelagerten Schalensegmentes un-
tersucht: 1. das an Last- und La¨ngsra¨ndern ausschließlich radial unverschieb-
lich (RB P1) und 2. das zusa¨tzlich an Last- und La¨ngsra¨ndern tangential
in Umfangs- bzw. La¨ngsrichtung unverschieblich gelagerte Schalensegment
(RB P2).
Fu¨r Teilschalenfelder ist zu beru¨cksichtigen, dass die La¨ngssteifen die Ver-
formungsfa¨higkeit des Schalensegmentes an den La¨ngsra¨ndern wesentlich be-
hindern. Beschra¨nkt man sich im ersten Schritt auf den Einfluß der Stei-
fen auf die Verschiebungen, ist festzustellen, dass aufgrund der in der Re-
gel hohen Dehnsteifigkeit der La¨ngssteifen eine freie La¨ngsverschieblichkeit
wie bei RB P1 nicht gegeben ist. Fu¨r RB P2 wurde die Steifenwirkung
durch eine vollsta¨ndige Verhinderung der tangentialen Verschieblichkeit in
La¨ngsrichtung beru¨cksichtigt. Dasselbe gilt fu¨r die Lastra¨nder in Umfangs-
richtung, da dort im Allgemeinen Ringsteifen vorhanden sind. Damit wur-
den fu¨r RB P2 sowohl an den Lastra¨ndern als auch an den La¨ngsra¨ndern
Randbedingungen verwendet, die den klassischen Beulrandbedingungen ent-
sprechen.
Die Beulspannung σxSi bei membrangerechtem Vorbeulzustand und klassi-
schen Beulrandbedingungen ergibt sich nach Abschn. 4.5.2. In [42] wird ab-
weichend davon fu¨r alle KS die erste Formel verwendet. Dies fu¨hrt auf zum
Teil erheblich ho¨here Beullasten als fu¨r die entsprechenden vollsta¨ndigen un-
versteiften KZS (z.B. +14% bei KS = 20).
Die numerische Bestimmmung der kritischen Stabilita¨tspunkte λc erfolgte












Abbildung 4.46: Beulformen Φc,Φ2,Φ3, RB P2, K
S = 30
∆K entha¨lt die Steifigkeitsa¨nderung zwischen der Initialsteifigkeit K0 und
der Steifigkeit nach einem linear berechneten Schritt fu¨r ∆λ = 1.0. Im Ge-
gensatz zur klassischen Vorgehensweise werden dadurch na¨herungsweise auch
Vorbeulverformungen beru¨cksichtigt.
Es wurden jeweils die 3 niedrigsten kritischen Punkte mit den dazugeho¨rigen
Beulformen, Φ1, Φ2 und Φ3, ermittelt. In Abb. 4.45 und Abb. 4.46 sind ei-
nige Beulformen dargestellt. Der niedrigste Eigenwert und Eigenvektor wird
im Weiteren mit λc bzw. Φc bezeichnet. Alle Ergebnisse fu¨r KS = 1 − 30
einschließlich der Charakteristik der auftretenden Beulformen entha¨lt An-
hang D.2.
Im Ergebnis der linearen Stabilita¨tsanalysen la¨ßt sich feststellen:
a) Bei RB P1 ergibt sich fu¨r alle KS, dass die Beulformen Φc,Φ2,Φ3
in Umfangsrichtung eine, in La¨ngsrichtung jeweils eine, zwei bzw. drei
Beulhalbwellen aufweisen. Fu¨r kleine Kru¨mmungen liegt λc in der Na¨he
der Beulspannung der ebenen Platte (σPi = 189.80 kN/cm
2). Die
Absta¨nde des zweiten und des dritten kritischen Punktes zu λc ver-
ringern sich mit zunehmendem KS. Der zweite kritische Punkt liegt
zwischen 50 − 30%, der dritte kritische Punkt zwischen 160 − 90%
oberhalb λc.
b) RB P2 fu¨hrt zu einer deutlichen Anhebung von λc um 35− 80% bei
steigendemKS. Gleichzeitig verringert sich jedoch der Abstand der bei-
den ho¨heren kritischen Punkte zu λc wie auch der Unterschied zwischen
diesen. Dies hat zur Folge, dass sich fu¨r gro¨ßere Kru¨mmungen die ersten
drei kritischen Stabilita¨tspunkte auf a¨hnlichen Lastniveaus einstellen,
zum Teil betra¨gt der Unterschied weniger als 10%. Im Ergebnis ko¨nnen
sich die Beulformen gegenu¨ber RB P1 a¨ndern, siehe Abb. 4.46.
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4.5.4 Lineare Stabilita¨tsanalysen - RB F1, F2, F3
Fu¨r eine realistische Abbildung eines Teilschalenfeldes als FE - Modell sind,
neben dem Einfluß der La¨ngssteifen auf die Verschiebungen, auch die Auswir-
kungen der Versteifungen auf die Biegerandbedingungen zu beru¨cksichtigen.
Die Schalenhaut ist zwar elastisch in die La¨ngssteifen eingespannt, jedoch
besitzen die La¨ngssteifen in der Regel eine hohe Torsionssteifigkeit. Des-
halb wurde als Grenzfall bei den RB F1, F2, F3 eine volle Einspannung
der La¨ngsra¨nder in Axialrichtung angesetzt. An den Lastra¨ndern wurden die
klassischen Beulrandbedingungen beibehalten.
Als Verschiebungsrandbedingungen wurden fu¨r die La¨ngsra¨nder bei RB F1
die klassischen Beulrandbedingungen, bei RB F2 und RB F3 zusa¨tzliche
geometrische Zwangsbedingungen verwendet. Diese sollten ein, infolge der
La¨ngssteifen praktisch vorhandenes, Geradebleiben bewirken (v,x = 0).
In Abb. 4.47 ist eine Auswahl der Beulformen fu¨r verschiedeneKS fu¨rRB F2
dargestellt. Ausfu¨hrliche Ergebnisu¨bersichten zu den berechneten kritischen
Lastniveaus und den Beulformen sind wiederum in Anhang D.2 zu finden.
Zusammenfassend la¨ßt sich Folgendes feststellen:
a) Fu¨r alleKS ist eine Zunahme der Beullasten gegenu¨ber den gelenkig ge-
lagerten Segmenten zu verzeichnen. Vergleicht man die Ergebnisse der,
bis auf die La¨ngsrandeinspannung gleichen, Randbedingungen RB P2
undRB F1, ist eine Erho¨hung der niedrigsten kritischen Beullasten um
bis zu 60% festzustellen. Ab etwa KS = 15 fa¨llt dieser Zuwachs jedoch
geringer aus, bei stark gekru¨mmten Schalensegmenten verschwindet der
beullasterho¨hende Einfluß der La¨ngsrandeinspannung fast vollsta¨ndig.
b) v,x = 0 an den La¨ngsra¨ndern fu¨hrt ebenfalls zu einer Erho¨hung der
Beullasten. Ein Vergleich der Ergebnisse fu¨r RB F1 und RB F3 zeigt,
dass bis KS = 15 ein Zuwachs von bis zu 40% zu verzeichnen ist, der
fu¨r KS > 15 konstant bleibt.
c) Nur bei weniger gekru¨mmten Segmenten werden die Beullasten durch
die Schubrandbedingung nyx 6= 0 wesentlich angehoben. Bei zunehmen-
dem KS verliert auch diese La¨ngsrandbedingung an Einfluß.
d) Wie schon beiRB P2 existieren auch hier nur geringe Absta¨nde von λc
zu λ2 bzw. λ3. Speziell bei RB F1 sind zum Teil sehr dicht beieinander
liegende kritische Punkte vorhanden.
Hinsichtlich der Beulformen ergibt sich im Gegensatz zu den gelenkig gela-
gerten Segmenten kein einheitliches Bild fu¨r den gesamten Parameterbereich
KS. Festzustellen ist lediglich die Tendenz zu ho¨herwelligen Eigenformen,








Abbildung 4.47: Beulformen Φc,Φ2,Φ3, RB F2, K
S = 1, 10, 20, 30
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Abbildung 4.48: Vergleich von analytisch und numerisch ermittelten Beulla-
sten fu¨r Schalensegmente
In Abb. 4.48 sind die ermittelten kritischen Punkte λc fu¨r verschiedene Rand-
bedingungen und im Vergleich zu den klassischen idealen Beulspannungen
σKZSki fu¨r die vollsta¨ndige unausgesteifte KZS dargestellt. Neben der schon
angegebenen Lo¨sung aus [64] fu¨r Schalensegmente mit klassischer Beulrand-
bedingung und gelenkiger Lagerung sind die Beulspannungen nach der fol-




Diese Formel setzt voraus, dass das Teilschalenfeld unendlich lang ist und da-
mit die Einflu¨sse der Randbedingungen an den Lastra¨ndern - z.B. evtl. Bie-
geeinspannungen - vernachla¨ssigbar sind. Weiterhin sollen die La¨ngsra¨nder
biegeeingespannt sein. Diese Formel wird im baupraktischen Nachweis fu¨r die
la¨ngsversteifte Kreiszylinderschale [13] verwendet und ergibt σxSi/σ
KZS
Ki > 1.0
fu¨r alle KS. Im Gegensatz zu [64] fa¨llt die Beulspannung nach obenstehen-
der Formel fu¨r KS > 12 erst allma¨hlich auf das Niveau der vollsta¨ndigen
Kreiszylinderschale ab.
In Abb. 4.48 ist zu sehen, dass im Gegensatz zu [64] bzw. [17] die numerisch
ermittelten Beullasten teilweise auch unterhalb σKZSKi liegen. Dies gilt schon
fu¨r geringe Kru¨mmungen in den Fa¨llen RB P1 und RB P2, fu¨r sta¨rker
gekru¨mmte Schalensegmente auch bei RB F1. Die numerisch ermittelten
Beulspannungen σxSi betragen zum Teil nur 1/3 von σ
KZS
ki . Lediglich bei
RB F2 und RB F3, wo außer der La¨ngsrandeinspannung auch ein Gerade-
bleiben der La¨ngsra¨nder erzwungen wurde, gilt λc > σKZSki fu¨r alle K
S.
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Eine relativ gute U¨bereinstimmung ist allein zwischen der Lo¨sung nach [17]
und den Ergebnissen fu¨r RB F2 u¨ber den gesamten untersuchten Parame-
terbereich KS festzustellen. Im Fall der gelenkig gelagerten Segmente sind
fu¨r mittlere und gro¨ßere Kru¨mmungen die Ergebnisse bei RB P2 zwar na¨her
an der analytischen Lo¨sung nach [64] als mit RB P1, trotzdem sind auch
hier bis zu 30% kleinere Beullasten gegenu¨ber σKZSki ermittelt worden. Die
Ergebnisse fu¨r RB F1 liegen zwar fu¨r weniger gekru¨mmte Segmente noch
im Bereich der Lo¨sung nach [17], fu¨r KS > 10 ist diese U¨bereinstimmung
jedoch nicht mehr vorhanden.
In der Tendenz stimmen numerisch und analytisch ermittelte Beullasten dar-
in u¨berein, dass mit fallender Kru¨mmung der Segmente die Beullasten ge-
genu¨ber σKZSki stark ansteigen und ein U¨bergang zum Plattenbeulen erfolgt.
Die offensichtlichen Unterschiede zwischen analytisch und numerisch ermit-
telten Beullasten besitzen verschiedene Ursachen, die jedoch nur schwer von-
einander zu trennen sind. Im Einzelnen muß beru¨cksichtigt werden:
1. In der numerischen linearen Stabilita¨tsanalyse wurden die Randbedin-
gungen wa¨hrend der Berechnung nicht vera¨ndert. Damit existiert hier
kein Unterschied zwischen den Randbedingungen des Vorbeul- und des
Nachbarzustandes. Dies bedeutet, dass im Gegensatz zur linearen Beul-
theorie die tatsa¨chlichen Randbedingungen nicht erst bei der Ermitt-
lung der Beullast und der Beulform beru¨cksichtigt werden.
2. Die Abbildung der Geometrie und der Randbedingungen kann im FE -
Modell nur na¨herungsweise erfolgen. Beispielsweise la¨ßt sich aufgrund
der Geometrieapproximation eine radiale Verschiebungshalterung an
den Schalenra¨ndern nicht exakt realisieren.
3. Im verwendeten Eigenproblem zur Ermittlung von λc werden Vorbeul-
verformungen beru¨cksichtigt. Diesem Vorgehen wu¨rde innerhalb der
Beultheorie eine na¨herungsweise Beru¨cksichtigung des aus ν 6= 0 resul-
tierenden rotationssymmetrischen Vorbeulzustandes entsprechen. Die
Vorbeulverformungen der Schalensegmente setzen sich aus Membran-
und Biegeverformungen zusammen. Hierbei ist zwischen planma¨ßigen
und ku¨nstlichen, allein infolge der FE - Modellierung auftretenden Vor-
beulverformungen zu unterscheiden. Planma¨ßig sind in allen untersuch-
ten Fa¨llen die Membranvorbeulverformungen. Bei RB P2, F1, F2,
F3 sind planma¨ßig keine membrangerechten Lagerungen vorhanden,
so dass zusa¨tzliche Biegevorbeulverformungen auftreten. Hinzu kom-
men ungewollte Biegevorbeulverformungen aufgrund unvermeidbarer
Ungenauigkeiten im FE - Modell (siehe 2.), die auch bei RB P1 vor-
handen sind. Es kann aber davon ausgegegangen werden, dass in den
Fa¨llen, in denen planma¨ßige Biegvorbeulverformungen vorliegen, der
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Anteil der ungewollten gegenu¨ber den planma¨ßigen Biegevorbeulver-
formungen gering ist.
Nach diesen U¨berlegungen stellt sich die Frage, welche Bedeutung die nume-
risch ermittelten kritischen Punkte haben bzw. welche kritischen Zusta¨nde
mit der verallgemeinerten Eigenanalyse tatsa¨chlich approximiert werden.
Dieses Problem wird deutlicher, wenn an den kritischen Punkten das Pro-
dukt F TΦc u¨berpru¨ft wird. Die analytisch berechneten Beullasten stellen
voraussetzungsgema¨ß Verzweigungspunkte dar. Fu¨r die numerisch ermittel-
ten kritischen Punkte mu¨ßte dann F TΦc ≈ 0 gelten. In Anhang D.2 ist
dieses Produkt fu¨r jeden berechneten Fall ausgewertet. Nur bei RB F1, F2,
F3 ko¨nnen die kritischen Punkte bis etwa KS = 16 eindeutig als Verzwei-
gungspunkte identifiziert werden. Zur Interpretation dieser Ergebnisse ist es
notwendig, nichtlineare Stabilita¨tsanalysen durchzufu¨hren und die prima¨ren
Last - Verformungspfade zu ermitteln.
4.5.6 Prima¨re Pfade - RB P1























Abbildung 4.49: Ausgewa¨hlte Prima¨rpfade, RB P1
Die Ermittlung der prima¨ren Last - Verformungspfade erfolgte mit dem
Bogenla¨ngenalgorithmus critical-point.s aus Anhang C. Begleitend zur
Pfadverfolgung wurde der kleinste Standardeigenwert kontrolliert. Dieses Vor-
gehen wird in der Ingenieurpraxis als nichtlineare Stabilita¨tsanalyse, ein evtl.
auftretender kritischer Stabilita¨tspunkt als idealer nichtlinearer Beulwider-
stand [13] bezeichnet. Ein nichtlinearer Beulwiderstand kann ein Verzwei-
gungs- oder Durchschlagspunkt sein.
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Abbildung 4.50: Verlauf des 1. Standardeigenwertes entlang des Prima¨rpfa-
des, KS = 10
Abb. 4.49 zeigt die Verla¨ufe der prima¨ren Pfade fu¨r KS = 5, 10, 20 anhand
der Durchbiegung in Segmentmitte. Die Pfade verlaufen anfangs linear, bei
Anna¨herung an λc zunehmend nichtlinear. Neben der Stauchung des Seg-
mentes ist von Beginn an eine anfangs geringe, spa¨ter stark zunehmende
Ausbiegung zum Kru¨mmungsmittelpunkt hin zu beobachten. Dieser Effekt
versta¨rkt sich mit wachsendem KS. Die prima¨ren Pfade erreichen ein Last-
maximum λcnl, das unterhalb, aber in der Na¨he von λ
c liegt. Anschließend ist
bei wachsender Verformung ein Abfall auf ein Lastminimum und ein darauf-
folgender Lastanstieg zu verzeichnen. Dieses Verhalten, das charakteristisch
fu¨r ein Durchschlagsproblem ist, stellt sich fu¨r alle KS ein.
Der Verlauf des 1. Standardeigenwertes ω1 nach Abb. 4.50 weist zwei Null-
durchga¨nge, am Lastmaximum und -minimum, auf. Durch ω1 > 0 oder
ω1 < 0 wird die Stabilita¨t bzw. Instabilita¨t der entsprechenden Pfadabschnit-
te angezeigt.
Aus dem Pfadverlauf ist offensichtlich, dass es sich bei den kritischen Punk-
ten um Durchschlagspunkte handelt. Der zum Lastmaximum geho¨rende Sin-
gula¨rvektor Φcnl stellt sich in allen Fa¨llen wie Φ
c einwellig in Umfangs- und
La¨ngsrichtung dar. Stabilita¨tstheoretisch ergibt die Klassifizierung, z.B. fu¨r
KS = 10 bei λcnl = 209.44, Folgendes:
F TΦcnl = 0.00852 6= 0 → Durchschlagspunkt → λ´ = 0
A = −0.035612 → ´´λ = α2 A
F TΦcnl
= −α24.1797.
Unabha¨ngig von α ist
´´
λ < 0. Damit handelt es sich bei λcnl um einen Durch-
schlagspunkt mit einem Lastmaximum. Entsprechende Untersuchungen
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am Lastminimum besta¨tigen, dass auch dort ein Durchschlagspunkt vorliegt.
Hier ergibt sich dann
´´
λ > 0.
Die Verformungen der Struktur entlang des prima¨ren Pfades sind gekenn-
zeichnet durch ein sowohl in Umfangs- als auch in La¨ngsrichtung einwelliges
Beulmuster. In Abb. 4.51 ist die verformte Struktur im Lastminimum dar-
gestellt. Die Strukturverformung entspricht qualitativ im Wesentlichen dem




Abbildung 4.51: Verformte Struktur im Lastminimum (nicht u¨berho¨ht),
KS = 10
Theoretisch ha¨tte sich bei den vorliegenden Randbedingungen ein linearer
Prima¨rpfad mit einem Verzweigungspunkt einstellen mu¨ssen. Der nichtli-
neare Verlauf des prima¨ren Pfades resultiert hier aus Biegesto¨rungen, auf
die schon in Abschn. 4.5.5 hingewiesen wurde. Diese nicht planma¨ßigen Bie-
gesto¨rungen ergeben sich dadurch, dass:
• die urspru¨nglich radiale Lagerung der Last- und La¨ngsra¨nder wa¨hrend
der Pfadverfolgung infolge ν 6= 0 verletzt wird. Zusa¨tzliche tangentia-
le Halterungen werden aktiviert, die zu Biegebeanspruchungen fu¨hren.
Sollen diese Sto¨rungen wa¨hrend der Pfadverfolgung ausgeschlossen wer-
den, wa¨ren aufwa¨ndige, schrittweise Anpassungen der Randbedingun-
gen vorzunehmen.
• das Schalensegment als FE - Modell geometrisch approximiert wird.
Dadurch ko¨nnen keine exakt radialen Lagerungen der Segmentra¨nder
realisiert werden. Dies erzeugt zusa¨tzliche kleine Biegesto¨rungen, die
aber im Allgemeinen gering sind. Auswirkungen solcher Modellimper-
fektionen wurden in [4] untersucht.
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Eine lineare Stabilita¨tsanalyse in der verwendeten Form geht von einem linea-
ren Prima¨rpfad aus. Die vorstehenden Untersuchungen verdeutlichen, dass
es sich dabei, bezogen auf das Verhalten des FE - Modells, um einen fikti-
ven Pfad handelt. Die kritischen Punkte (λc, qc) sind keine Gleichgewichts-
zusta¨nde der FE - Struktur. Es gilt:
G(R(qc), λcF ) 6= 0.
Hierbei sind R(qc) die Ru¨ckstellkra¨fte im kritischen Punkt. Die kritischen
Punkte aus den linearen Stabilita¨tsanalysen sind demnach fiktive Verzwei-
gungspunkte, die infolge des nichtlinearen Verlaufs des Prima¨rpfades
”
verlo-
ren“ gehen. Da die nichtlinearen Beullasten jedoch in unmittelbarer Umge-
bung dieser Verzweigungspunkte liegen sowie Φc und die Strukturverformun-
gen in λcnl qualitativ u¨bereinstimmen, ko¨nnen die Verzweigungspunkte als den
Durchschlagsproblemen zugeordnete Gleichgewichtsverzweigungen interpre-
tiert werden. Dies ermo¨glicht Nachbeuluntersuchungen nach Abschn. 4.5.8.
4.5.7 Prima¨re Pfade - RB F2
Von den Schalensegementen mit eingespannten La¨ngsra¨ndern wurden fu¨r
weitere Untersuchungen die Teilschalenfelder mit RB F2 ausgewa¨hlt. In
Abb. 4.52 sind hierfu¨r die Verla¨ufe der prima¨ren Pfade fu¨r KS = 5, 10, 20
anhand der Durchbiegung in Segmentmitte dargestellt.
Die Prima¨rpfade weisen folgende Charakteristik auf:
1. Schon bei geringen Laststufen ist, insbesondere bei flachen Teilscha-
lenfeldern, ein stark nichtlinearer Verlauf ausgepra¨gt. Ursache dafu¨r
sind im Wesentlichen die planma¨ßigen Biegeverformungen infolge der
gewa¨hlten Randbedingungen, siehe dazu Abschn. 4.5.5.
2. Die Pfade erreichen ein Lastmaximum λcnl, das u¨ber λ
c, dem niedrigsten
kritischen Lastniveau der linearen Stabilita¨tsanalyse, liegt. Wa¨hrend
der Unterschied zwischen λcnl und λ
c beim stark gekru¨mmten Teilscha-
lenfeld KS = 20 gering ausfa¨llt, ist bei KS = 5 mit λcnl = 578.30 ein
etwa 60%-iger Zuwachs gegenu¨ber λc zu verzeichnen.
3. Die prima¨ren Pfade fallen nach λcnl bei weiterer Zunahme der Verfor-
mungen ab, ohne jedoch wie im Fall RB P1 ein Lastminimum zu
erreichen.
4. Bei KS = 10 und KS = 20 existiert in Ho¨he von λcnl ein gro¨ßerer
Pfadabschnitt bei anna¨hernd konstantem Lastniveau und stark zuneh-
menden Verformungen. Dagegen tritt bei KS = 5 nach λcnl ein abrupter
Abfall des Prima¨rpfades auf.
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Abbildung 4.52: Ausgewa¨hlte prima¨re Pfade - RB F2
5. In allen Fa¨llen kehrt sich die anfangs entgegen dem Kru¨mmungsmittel-
punkt des Segmentes gerichtete Verformung (+w) bei steigender Bela-
stung zum Kru¨mmungsmittelpunkt hin um (−w).
Die Verla¨ufe der kleinsten Standardeigenwerte ω1 zeigt Abb. 4.53. Bei λ
c
nl
ist jeweils ein Nulldurchgang vorhanden. In den ω1 - Verla¨ufen sind Kru¨m-
mungsa¨nderungen, Abschnitte mit fallenden und wieder ansteigenden ω1 -
Werten sowie steile Abfa¨lle zu erkennen. Daneben sind bei den flacheren
Segmenten KS = 5 und KS = 10 in Ho¨he bestimmter Lastniveaus auffa¨llige
Knicke in der Kurve festzustellen. Bei KS = 5 fa¨llt der Abfall von ω1 bei
λcnl besonders steil aus. Alle diese Erscheinungen sind auf allma¨hliche oder
abrupte Steifigkeitsvera¨nderungen der Struktur zuru¨ckzufu¨hren, die durch ω1



















Abbildung 4.54: Φcnl, K
S = 10
widergespiegelt werden. Fu¨r den Fall KS = 5 wird darauf spa¨ter noch einmal
eingegangen.
Klassifizierung der kritischen Punkte
Fu¨rKS = 10 undKS = 20 ergibt die Untersuchung der kritischen Punkte λcnl:
KS = 10 : λcnl = 632.36
F TΦcnl = −0.1375 6= 0 → Durchschlagspunkt → λ´ = 0
A = 0.02394 → ´´λ = α2 A
F TΦcnl
= −α20.1742 < 0.
KS = 20 : λcnl = 751.97
F TΦcnl = −0.3418 6= 0 → Durchschlagspunkt → λ´ = 0
A = 0.055297 → ´´λ = α2 A
F TΦcnl
= −α20.1618 < 0.
Damit handelt es sich fu¨r KS = 10 und KS = 20 bei λcnl um Durchschlags-
punkte mit einem Lastmaximum.
Die zugeho¨rigen Singula¨rvektoren Φcnl zeigen Abb. 4.54 bzw. Abb. 4.55.
Wa¨hrend bei KS = 20 Φcnl und Φ
c a¨hnlich sind, gilt fu¨r KS = 10 Φcnl 6= Φc





Abbildung 4.55: Φcnl, K
S = 20
Fu¨r KS = 5 ergibt die Analyse des kritischen Punktes λcnl mit dem Algorith-
mus postbuckling-symm.s aus Abschn. 3.8.7:
KS = 5 : λcnl = 578.30
F TΦcnl = 1.4783e− 10 → Verzweigungspunkt
A = 1.7767e− 9 → λ´ ≈ 0 → symmetrisch
B = −0.01916 D = 0.96001 E = −2.1798
→ ´´λ = −α2D + 3E
3B
= −α297.056 < 0.
Bei KS = 5 liegt demnach kein Durchschlagspunkt, sondern eine instabil
symmetrische Verzweigung vor. Die in Abb. 4.56 dargestellte Beulform
Φcnl verla¨uft ebenso wie Φ









Die Unterschiede in den Ergebnissen aus linearen und nichtlinearen Stabi-
lita¨tsanalysen fu¨r den Fall RB F2 verdeutlichen die Problematik der An-
wendung linearer Stabilita¨tsanalysen fu¨r Strukturen mit planma¨ßigen Bie-
geverformungen. Nur fu¨r KS = 20 ergab die lineare Stabilita¨tsanalyse eine
brauchbare Abscha¨tzung fu¨r den niedrigsten kritischen Punkt. Bei KS = 5
und KS = 10 resultierten aus nichtlinearen Stabilita¨tsanalysen wesentlich
ho¨here Beullasten. Neben den kritischen Lastniveaus sind zum Teil auch
gravierende Unterschiede bei den Beulformen festzustellen.
Die Ursache fu¨r diese Abweichungen liegt in dem nichtlinearen Verlauf des
Prima¨rpfades, der hier im Wesentlichen durch planma¨ßige Biegeverformun-
gen hervorgerufen wird. Existieren im Vorbeulbereich neben den Membran-
auch große Biegeverformungen, sind starke Vera¨nderungen der Steifigkeits-
verha¨ltnisse zu erwarten. Der ω1 - Verlauf repra¨sentiert dabei die Steifigkeits-
entwicklung im Vorbeulbereich. Lineare Stabilita¨tsanalysen, die immer von
einer linearen A¨nderung der Steifigkeitsverha¨ltnisse zwischen einem Grund-
zustand und dem extrapolierten kritischen Stabilita¨tszustand ausgehen, ko¨n-
nen die hier tatsa¨chlich auftretenden nichtlinearen Steifigkeitsa¨nderungen
nicht oder nur unzureichend erfassen.
Bei KS = 20 beeinflussen aufgrund der großen Segmentkru¨mmung die ver-
a¨nderten Randbedingungen an den La¨ngsra¨ndern in geringerem Maße den
Membranvorbeulzustand, so dass hier eine lineare Stabilita¨tsanalyse noch be-
friedigende Ergebnisse liefert. Dies ist immer dann der Fall, wenn der kritische
Stabilita¨tszustand hauptsa¨chlich durch Membranverzerrungen hervorgerufen
wird.
Fu¨r KS = 5 sollen die geschilderten Zusammenha¨nge eingehender untersucht
werden. Dafu¨r sind in Abb. 4.57 noch einmal der Verlauf des Prima¨rpfades
und von ω1, zusammen mit den Lastniveaus der niedrigsten drei kritischen














































Abbildung 4.58: Verformte Struktur, KS = 5, λ ≈ 0.2λcnl, 50 - fach




Im Vorbeulbereich sind neben den Membran- auch starke Biegeverformun-
gen vorhanden. Die Verformungsfigur ist einwellig in La¨ngs- und Umfangs-
richtung und entgegen dem Kru¨mmungsmittelpunkt gerichtet (+w). Die Bie-
geverformungen vergro¨ßern die Segmentkru¨mmung, wodurch die Steifigkeit
erho¨ht wird. Dieser Effekt wirkt der aus dem Membrandruckzustand resul-
tierenden Steifigkeitsverringerung entgegen. Im ω1 - Verlauf zeigt sich dieses
Verhalten darin, dass sich der Abfall von ω1 bei zunehmender Nichtlinearita¨t
des Prima¨rpfades deutlich abschwa¨cht.
Im ω1 - Verlauf folgt anschließend, etwa in Ho¨he von λ
c, ein markanter Knick,
der als eine
”
Spur“ eines kritischen Stabilita¨tszustandes gedeutet werden
kann. Erfahrungsgema¨ß markieren dabei solche Knicke
”
benachbarte“ - Sta-
bilita¨tsprobleme. Es handelt sich hierbei um solche Stabilita¨tsprobleme, die
nicht auf dem tatsa¨chlichen Prima¨rpfad liegen. Jedoch unterscheiden sich
die aktuellen Konfigurationen, das heißt die Verformungs- und Spannungs-
verteilungen auf diesen Lastniveaus, nur wenig von den Zusta¨nden, die zu
den
”
benachbarten“ Stabilita¨tsproblemen fu¨hren wu¨rden. Im konkreten Fall
handelt es sich um einen
”
benachbarten“ kritischen Membranspannungszu-
stand (λc, Φc). Dieser Zustand wird hier nicht maßgebend, da die Struktur




Auch der Prima¨rpfad weist etwa in Ho¨he von λc eine Kru¨mmungsa¨nderung
auf. Die Verformung erha¨lt eine ru¨ckla¨ufige, zum Kru¨mmungsmittelpunkt
hin gerichtete Tendenz. Das deutet auf den Einfluß der einwelligen Beulform
Φ2 hin. Die Verformungsfigur fu¨r λ > λ
c ist weiterhin einwellig in Umfangs-
und Axialrichtung. Ein Einfluß der in La¨ngsrichtung zweiwelligen Beulform
Φc ist nicht festzustellen.
Dies la¨ßt darauf schließen, dass tatsa¨chlich bei ≈ λc eine A¨nderung im Stabi-




Abbildung 4.59: Verformte Struktur, KS = 5, λ = λcnl, 2 - fach
fend ermittelt wurde. Auch im weiteren Verlauf bis λcnl ist nur der Einfluß der
dreiwelligen Beulform Φ3 festzustellen. Die verformte Struktur bei λ
c
nl zeigt
Abb. 4.59. Danach existiert bei λcnl eine Kombination aus einer einwelligen
prima¨ren Verformung (+w), Φ2 und Φ3.
Dieses Zusammenwirken verschiedener Verformungszusta¨nde fu¨hrt im vorlie-
genden Fall jedoch gerade zu einer kritischen Konfiguration. Die U¨berlage-
rung der in La¨ngsrichtung einwelligen mit der dreiwelligen Beulform fu¨hrt zu
einem Ausgleich der Biegeverzerrungen, so dass sich ein kritischer Membran-
zustand einstellen kann. Er fu¨hrt zu einer Gleichgewichtsverzweigung mit
dem Beulvektor Φcnl nach Abb. 4.56. Erst auf dem Lastniveau von λ
c
nl, das
etwa in Ho¨he von λ3 liegt, kommt es demnach zu dem kritischen Zustand,
der in der linearen Analyse schon fu¨r λc abgescha¨tzt wurde.
Fu¨r die la¨ngsrandeingespannten Schalensegmente kann damit zusammen-
fassend festgestellt werden, dass lineare Stabilita¨tsanalysen hier keine zu-
verla¨ssigen Aussagen zu den kritischen Stabilita¨tspunkten und den relevan-
ten Beulformen liefern. Aus praktischer Sicht ist die teilweise starke Un-
terscha¨tzung der Beullast durch λc und eine Umordnung der Beulformen
hervorzuheben. Kritische Stabilita¨tspunkte lassen sich in diesen Fa¨llen zu-
verla¨ssig nur durch eine nichtlineare Stabilita¨tsanalyse ermitteln. Da es sich
jedoch, wie gezeigt, bei den kritischen Punkten aus einer linearen Stabi-
lita¨tsanalyse um
”
benachbarte“ kritische Zusta¨nde handeln kann, sind auch
diese Ergebnisse, insbesondere fu¨r Imperfektionsanalysen, zu beachten.
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4.5.8 Asymptotische Nachbeulanalyse
Aus den vorangegangenen Untersuchungen wurde deutlich, dass Nachbeu-
lanalysen, die auf den Ergebnissen von linearen Stabilita¨tsuntersuchungen
aufbauen, nur fu¨r Segmente mit den RB P1 bzw. P2 sinnvoll sind. Unter
Anwendung der Verfahren aus Abschn. 3.6 ko¨nnen die kritischen Punkte λc
klassifiziert werden. Dabei wird vernachla¨ssigt, dass es sich, bezogen auf das
Last - Verformungsverhalten des FE - Strukturmodells, nur um theoretische
Verzweigungspunkte handelt. Das Nachbeulverhalten wa¨re dann zwar ebenso
konstruiert. Infolge der Na¨he zwischen Modell- und tatsa¨chlichem Struktur-
verhalten sind dennoch Ru¨ckschlu¨sse auf das tatsa¨chliche Nachbeulverhalten
mo¨glich.
Aufgrund der doppelt symmetrischen Beulformen Φc bei RB P1 bzw. P2
konnten die Nachbeulanalysen am Modell M1 erfolgen.
Die linearen Stabilita¨tsanalysen lieferten die auf die La¨nge 1 normierten Sin-
gula¨rvektoren Φc und die kritischen Lastparameter λc, siehe Anhang D.2.
Als weitere Eingangsgro¨ße wurde qˆp0, die Tangente an den Prima¨rpfad im
Pfadursprung, bestimmt. Die Nachbeulgro¨ßen λ´, ´´λ, ´´q wurden mit dem Al-
gorithmus postbuckling-asymm.s aus Abschn. 3.8.6 berechnet, als spezielle
Lo¨sung fu¨r q˜ wurde qˆp0 verwendet.
Beispielsweise ergab fu¨r KS = 5 und RB P1 eine Nachbeulanalyse:
KS = 5 : λc = 196.97
A = 0.017465 B = −0.003285 C = 3.4364e− 7
A 6= 0 → asymmetrische Verzweigung → λ´ = 2.658 α
Normierung: s = w(s)− wc → α = 13.737
λ´ = 36.512
D = 0.037309 F = 1.4671e− 6 G = 1.4819e− 5 H = −3.3419e− 10
´´
λ = 61.323.
Fu¨r die Normierung wurde die Durchbiegung in Segmentmitte verwendet.
Der Parameter α la¨ßt sich damit ermitteln aus:
w´ = Φcwα = 1.0.
Φcw ist die Durchbiegungsordinate in Segmentmitte aus Φ
c. Aus der Nor-
mierung resultiert ´´w = 0 als weitere Zusatzbedingung fu¨r die Berechnung
von ´´q. In Abb. 4.60 sind fu¨r KS = 5 q´ und ´´q, die lineare bzw. quadrati-







Abbildung 4.60: q´, ´´q, KS = 5, Modell M1, RB P1
der Nachbeulanalysen fu¨r KS = 1 − 30 fu¨r RB P1 und RB P2 sind in
Anhang D.3 zu finden.
Fu¨r alle untersuchten Schalensegmente mit RB P1 und RB P2 gilt λ´ 6= 0.
Damit handelt es sich in allen Fa¨llen um asymmetrische Verzweigungen.
Bei geringen Segmentkru¨mmungen ist die Asymmetrie der Verzweigung nur
schwach ausgepra¨gt. Hier deutet sich der U¨bergang von der asymmetrischen
zur stabil symmetrischen Verzweigung der ebenen Platte an. Qualitativ stim-
men sowohl q´ als auch ´´q fu¨r alle untersuchten Segmente u¨berein.
Weiterhin gilt fu¨r alle Segemente C ≈ 0, was auf die Verwendung von qˆp
als spezielle Lo¨sung q˜ zuru¨ckzufu¨hren ist. Damit kann λ´ vereinfacht nach
Gl. (3.94) berechnet werden.
Probleme traten bei der Berechnung von ´´λ bei Segmenten mit KS ≥ 16
auf. In diesen Fa¨llen konnte kein zuverla¨ssiger Wert fu¨r ´´λ ermittelt werden.
Die Ursache hierfu¨r lag in der Ungenauigkeit der numerischen Differentiation
zur Bildung der 2. Ableitungen der tangentiellen Steifigkeitsmatrix K, wo
eine starke Sensititivita¨t gegenu¨ber dem Differentiationsparameter ilon zu
beobachten war. Fu¨r die Fa¨lleKS ≥ 16 beschra¨nkte sich die Nachbeulanalyse
deshalb auf die Bestimmung von λ´.
In Abb. 4.61 sind die Ergebnisse fu¨r λ´ fu¨r die beiden untersuchten Rand-
bedingungen im Vergleich zu Referenzlo¨sungen aus [24] und [64] dargestellt.
Folgende Sachverhalte sind zu beachten bzw. werden aus Abb. 4.61 deutlich:
1. Auffallend ist der Einfluß der Randbedingung RB P2, die sich in
ho¨heren λ´ - Werten niederschla¨gt. Daraus ergeben sich steilere Abfa¨lle
der sekunda¨ren Pfade im Anfangsnachbeulbereich, woraus eine erho¨hte
Imperfektionssensitivita¨t resultiert.
2. Bei den Referenzlo¨sungen in Abb. 4.61 handelt es sich um ebenfalls
numerische Lo¨sungen aus [24] an einem mit RB P1 vergleichbarem
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Abbildung 4.61: Vergleich von λ´ mit Referenzlo¨sungen
Modell und um analytische Lo¨sungen aus [64] fu¨r K ≤ 24. Die Lo¨sung
nach [64] geht von einwelligen, hier zutreffenden Beulansa¨tzen im Nach-
beulbereich aus.
3. Um einen Vergleich zwischen den Lo¨sungen zu ermo¨glichen, ist eine
Skalierung von λ´ vorzunehmen, da λ´ von der gewa¨hlten Normierung
fu¨r Φc abha¨ngt. Dies geschieht hier, wie auch in [24], durch den Bezug
von λ´ auf Φcw.
4. Wa¨hrend die Unterschiede zwischen den numerischen Lo¨sungen noch
moderat ausfallen, ko¨nnen die Ergebnisse aus [64] nicht nachvollzogen
werden. Als Ursache der gravierenden Unterschiede sind, wie schon bei
den linearen Stabilita¨tsuntersuchungen, die unterschiedlichen Modelle
bzgl. des Vorbeul- und Nachbeulverhaltens (reiner Membranvorbeulzu-
stand und klassische Beulrandbedingungen in [64]) zu vermuten. Spe-
ziell das Nachbeulverhalten wird dabei offensichtlich besonders stark
von Abweichungen in den Randbedingungen beeinflußt.
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4.5.9 Sekunda¨re Pfade
Anhand der berechneten Nachbeulgro¨ßen λ´, q´, ´´λ und ´´q lassen sich sekunda¨re
Gleichgewichtspfade konstruieren. Fu¨r KS = 5 stellt Abb. 4.62 den linear
bzw. quadratisch approximierten sekunda¨ren Pfad in der w− λ - Ebene dar.
Deutlich zu erkennen ist die asymmetrische Verzweigung. Der approxi-
mierte sekunda¨re Pfad besitzt einen kritischen Punkt. Dabei handelt sich um
einen Durchschlagspunkt mit einem Lastminimum.


































Abbildung 4.62: Sekunda¨rer Pfad, KS = 5, RB P1, w in Segmentmitte
Alternativ dazu wurde der Pfadwechselalgorithmus path-switch.s aus Ab-
schn. 3.9.2 verwendet, um in λc einen Wechsel vom prima¨ren auf den se-
kunda¨ren Pfad vorzunehmen. Hierbei ist zu beachten, dass der Pfadwechsel
von einem konstruierten Gleichgewichtspunkt aus erfolgt, der im Struktur-
verhalten des numerischen Modells nicht existiert. Fu¨r den Pra¨diktorschritt
wird der in
”
c“ vorhandene Verformungszustand durch den Singula¨rvektor
Φc gesto¨rt. Die anschließende Korrektoriteration erfolgt dann auf, fu¨r das FE
- Modell existierende, benachbarte Gleichgewichtspfade.
Die Pfadwechselprozedur kann zum einen, wie in Abb. 4.62 zu sehen ist, auf
den schon bekannten prima¨ren Pfad fu¨hren. In Abb. 4.63 ist dies noch ein-
mal deutlicher dargestellt. Zum anderen kann der Sprung auf einen Gleich-
gewichtspfad erfolgen, der zu einem geometrisch imperfekten FE - Modell
geho¨rt. Auf welchen Pfad der Wechsel erfolgt, ha¨ngt von der Richtung des
Pra¨diktorschrittes ab (Variable direction in path-switch.s).
Nach dem Pfadwechsel, der hier nach nur wenigen Versuchen erfolgreich war,
wurde der jeweilige Gleichgewichtspfad durch ein Bogenla¨ngenverfahren, ba-
sierend auf der Routine critical-point.s aus Anhang C, weiterverfolgt.
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Abbildung 4.63: Sekunda¨rer Pfad - Detail, KS = 5, RB P1
Abgesehen von kleinen Rechenungenauigkeiten sind der prima¨re und der
durch einen Pfadwechsel in Richtung −w verfolgte Pfad nahezu identisch.
Ebenso wie bei der quadratischen Approximation des sekunda¨ren Pfades tritt
ein Lastminimum mit a¨hnlichen Last- und Verformungsgro¨ßen auf.
Fu¨r KS = 10 zeigt Abb. 4.64 den konstruierten sekunda¨ren Pfad, den pri-
ma¨ren und die durch Pfadwechsel ermittelten Pfadabschnitte anhand der
Durchbiegung in Segmentmitte, in Abb. 4.65 fu¨r die Stauchung u des Scha-
lensegmentes am Lastrand. Die Pfadverla¨ufe besta¨tigen die vorangegangenen


































Abbildung 4.64: Sekunda¨rer Pfad, KS = 10, RB P1, w in Segmentmitte
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Abbildung 4.65: Sekunda¨rer Pfad, KS = 10, RB P1, Randverschiebung u
U¨berlegungen fu¨r KS = 5.
Außerdem wird deutlich, dass der quadratisch approximierte sekunda¨re Pfad
die obere Schranke fu¨r die anderen Gleichgewichtspfade darstellt. Wie schon
bei KS = 5 liegt auch hier das approximierte Lastminimum oberhalb des
Minimums des prima¨ren Pfades. Damit weist der prima¨re Pfad dieselben Ei-
genschaften wie Pfade von Strukturen auf, die mit kleinen Imperfektionen
in Form von Φc behaftet sind (siehe Abschn. 4.5.10). Auch diese verlaufen
unterhalb des sekunda¨ren Pfades und na¨hern sich bei kleiner werdender Im-
perfektionsamplitude dem sekunda¨ren Pfad an.
In Anhang D.3 sind alle berechneten Nachbeulminima und die dazugeho¨rigen
Durchbiegungen in Segmentmitte aufgefu¨hrt. Dabei ergibt sich das konstru-
ierte, auf λc bezogene Nachbeulminimum aus:
dλ
ds









Fu¨r die zugeho¨rige Durchbiegungsamplitude in Segmentmitte gilt aufgrund
der vorgenommenen Normierung, siehe Abschn. 4.5.8, und wc ≈ 0:
wNB = −λ´/´´λ.
Die Approximation des Nachbeulminimums war nur fu¨r 1 ≤ KS ≤ 15
mo¨glich, siehe Abschn. 4.5.8. Neben den approximierten Nachbeulminima
entha¨lt Tab. D.21 die Nachbeulminima, die sich infolge eines Pfadwechsels
mit anschließender Pfadverfolgung ergaben.
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Es wird deutlich, dass bei sta¨rker gekru¨mmten Segmenten das Lastminimum
bei gro¨ßeren Verformungen und kleineren λ/λc - Verha¨ltnissen realisiert wird.
Der zunehmende Abstand zum kritischen Punkt
”
c“ verschlechtert die Pfad-
approximation, was bei der Bewertung des konstruierten Nachbeulminimums
zu beru¨cksichtigen ist. Insgesamt ist jedoch auch bei gro¨ßeren Kru¨mmungen
noch eine relativ gute U¨bereinstimmung zwischen der Na¨herungslo¨sung und
dem Minimum des Prima¨rpfades festzustellen. In allen Fa¨llen lieferte die Ap-
proximation etwas ho¨here Werte fu¨r das Lastminimum als der Pfadwechsel.
Die Ergebnisse aus dem Pfadwechsel liegen somit auf der sicheren Seite. Dies
wird durch Vergleichslo¨sungen aus [24] besta¨tigt.
Die Verformungen entlang des sekunda¨ren Pfades stellen sich einwellig in
La¨ngs- und Umfangsrichtung dar. Die Approximation des Verformungszu-
standes erfolgte, beispielsweise fu¨r KS = 5, durch die U¨berlagerung der An-
teile q´ und ´´q nach Abb. 4.60.
In den Fa¨llen KS = 1 und KS = 30 konnten die Nachbeulminima nicht
durch einen Pfadwechsel ermittelt werden, wofu¨r unterschiedliche Gru¨nde
vorliegen. Bei KS = 1 befindet sich das Nachbeulminimum zu dicht bei λc,
so dass der Pra¨diktorschritt sofort auf den wieder ansteigenden Pfadabschnitt
nach dem Nachbeulminimum fu¨hrte. Das Nachbeulminimum wurde deshalb
hier alternativ anhand des numerisch ermittelten Prima¨rpfades ermittelt. Bei
KS = 30 wird das Nachbeulminimum erst bei sehr großen Verformungen rea-
lisiert. Dies fu¨hrte zu numerischer Instabilita¨t wa¨hrend der Pfadverfolgung,
so dass fu¨r diesen Fall keine Lo¨sung existiert.
4.5.10 Imperfektionsanalysen - RB P1
Eine große praktische Bedeutung besitzt die Frage nach der Imperfekti-
onsanfa¨lligkeit einer Struktur. Im vorliegenden Fall wurden Imperfektions-
einflu¨sse schon in Zusammenhang mit Modellimperfektionen diskutiert. Die
Auswirkungen zusa¨tzlicher Imperfektionen auf das Tragverhalten sollen im
Folgenden anhand der Segmente mit den Randbedingungen RB P1 und
RB F2 dargestellt werden.
Die zu diesem Thema durchgefu¨hrten Analysen erfolgten anhand von Pfad-
verfolgungsalgorithmen und, wenn mo¨glich, mit den Beziehungen der Koiter-
schen Imperfektionssensitivita¨t aus Abschn. 3.10.
Im Fall der Schalensegmente mit RB P1 ergab die Nachbeulanalyse, dass es
sich bei den (theoretischen) kritischen Punkten um asymmetrische Verzwei-
gungen handelt. Hieraus ergibt sich unmittelbar, dass die Segemente sehr
empfindlich auf ausgewa¨hlte Imperfektionen reagieren, das heißt dass schon
kleine geometrische Imperfektionen zu erheblichen Tragfa¨higkeitseinbußen
































Abbildung 4.66: Imperfekte Pfade: KS = 20, RB P1, Durchbiegung in Seg-
mentmitte
Aus analytischen Untersuchungen in [64] ist bekannt, dass Schalensegmente
mit RB P1 gegenu¨ber Imperfektionsformen, die affin zur einwelligen Beul-
form Φc sind, die gro¨ßte Sensitivita¨t aufweisen. Aus dem Verlauf des se-
kunda¨ren Pfades la¨ßt sich sofort auf die
”
gefa¨hrlichste“ Richtung fu¨r die
Imperfektion schließen. Es sind dies Imperfektionen mit der Imperfektions-
amplitude −w0, die eine Verminderung der urspru¨nglichen Kru¨mmung des
Segmentes zur Folge haben und damit die Schalentragwirkung verringern.
In Abb. 4.66 sind fu¨rKS = 20 einige, durch Pfadverfolgung ermittelte Gleich-
gewichtspfade bei verschiedenen Imperfektionsamplituden w0 dargestellt. Die
imperfekten FE - Modelle wurden, wie u¨blich, dadurch erzeugt, dass Φc ska-
liert und auf die perfekte Geometrie aufgebracht wurde. Daraus resultiert
dann in Schalensegmentmitte die Abweichung w0. Auf eine Anpassung der
Randbedingungen an die vera¨nderte Geometrie wurde verzichtet, wodurch
der Imperfektionseinfluß etwas versta¨rkt wird.
In Abb. 4.66 sind folgende 4 Kategorien zu erkennen, in die die Last - Verfor-
mungspfade in Abha¨ngigkeit von der Imperfektionsrichtung und -amplitude
fallen:
I Die begleitende Stabilita¨tsuntersuchung liefert keinen kriti-
schen Stabilita¨tspunkt, fu¨r den gesamten Pfad gilt ω1 > 0.
Bei rein elastischem Verhalten wu¨rde keine Belastungsgrenze
existieren.
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II Die Pfade weisen zwei kritische Punkte auf, die durch
den zweimaligen Nulldurchgang von ω1 gekennzeichnet sind.
Nachbeuluntersuchungen besta¨tigen, dass es sich dabei um
Durchschlagspunkte mit einem lokalen Lastmaximum bzw.
- minimum handelt. Beide Durchschlagspunkte weisen kaum
Unterschiede in der Lastho¨he auf. Sie liegen jedoch unterhalb
des Lastminimums des prima¨ren bzw. sekunda¨ren Pfades. Die
imperfekte Struktur ist stabilita¨tsgefa¨hrdet.
III Auch hier sind Stabilita¨tsprobleme wie bei II zu verzeichnen.
Im Unterschied zu II liegen die Lastmaxima jedoch u¨ber dem
Lastminimum des Prima¨rpfades.
IV Die Pfade weisen keine kritischen Punkte auf (ω1 > 0). Damit
ko¨nnte theoretisch die Belastung u¨ber den Verzweigungspunkt
hinaus gesteigert werden, praktisch handelt es sich, wie bei I,
um ein Spannungsproblem.
Alle Pfade in den Bereichen I - III verlaufen unterhalb des zugeho¨rigen
prima¨ren Pfades und evtl. Lastmaxima bzw. -minima liegen unterhalb der
entsprechenden Gro¨ßen des prima¨ren Pfades. Außerdem verlaufen alle Pfa-
de auch unterhalb des sekunda¨ren Pfades und evtl. auftretende Lastminima
liegen immer unter dem Nachbeulminimum. Eine Gleichgewichtsverzweigung
aus einem imperfekten Pfad trat nicht auf. Die Strukturverformungen ent-
lang der imperfekten Pfade sind einwellig in La¨ngs- und Umfangsrichtung
und entsprechen damit im Wesentlichen Φc.
Aus praktischer Sicht interessiert besonders die spezielle Imperfektionsam-
plitude −w?0, die gerade noch zu einem Stabilita¨tsproblem fu¨hrt und die
Grenze zwischen den Bereichen I und II, zwischen Spannungs- und Stabi-
lita¨tsproblem, markiert. Beim vorliegenden Beispiel liegt −w?0 bei einer rela-
tiv großen Imperfektionsamplitude zwischen −t/3 und −t/2. Der Abfall der
elastischen Beullast gegenu¨ber der Verzweigungslast betra¨gt dabei ≈ 45%.
Imperfektionsanalysen anhand von Pfadverfolgungsalgorithmen sind sehr re-
chenzeitintensiv. Alternativ ko¨nnen Na¨herungsverfahren nach Abschn. 3.10
verwendet werden, die auf den Ergebnissen der Nachbeulanalyse aufbauen.
So lassen sich unkompliziert fu¨r ein vorgegebenes w0 die imperfekten Gleich-
gewichtspfade approximieren. Die elastischen Beullasten berechnen sich aus
Gl. 3.129. In Abb. 4.67 ist dieses Vorgehen fu¨r w0 = −t/50 dargestellt. Dabei
sind nur die Segmente beru¨cksichtigt, deren imperfekte Pfade bei w0 noch












Abbildung 4.67: Imperfekte Pfade, Approximation, RB P1, Modell M1,
Durchbiegung in Segementmitte
Die Abscha¨tzungen sind durchaus brauchbar, die Abweichungen zu den ge-
naueren Beullasten aus der Pfadverfolgung betragen max. 10%. Bei gro¨ßerem
w0 werden die Approximationen selbstversta¨ndlich immer ungenauer, da die
Ergebnisse der Nachbeulanalyse nur fu¨r die Umgebung des Verzweigungs-
punktes gu¨ltig sind. Von praktischem Interesse sind in der Regel jedoch nur
kleine Imperfektionsamplituden, so dass hier eine wichtige Anwendung fu¨r
die Ergebnisse der Nachbeulanalyse vorliegt.
4.5.11 Imperfektionsanalysen - RB F2
Fu¨r die Teilschalenfelder mit RB F2 ist im Gegensatz zu den Segmenten mit
RB P1 nicht sofort offensichtlich, fu¨r welche Imperfektionsform die Struktur
die gro¨ßte Sensitivita¨t aufweist. Deshalb wurden geometrische Imperfektio-
nen in Form von Φcnl, der Beulform aus der nichtlinearen Stabilita¨tsanalyse,
und Φc,Φ2 und Φ3 aus der linearen Stabilita¨tsanalyse beru¨cksichtigt. Letz-
tere stellen dabei lediglich spezielle geometrische Imperfektionsformen, ohne
den stabilita¨tstheoretischen Hintergrund wie Φcnl, dar.
Die Gleichgewichtspfade fu¨r die imperfekten Teilschalenfelder ließen sich nur
unter Anwendung von Pfadverfolgungsalgorithmen ermitteln. Eine Pfadap-
proximation war hier nicht mo¨glich, da keine Nachbeulparameter vorlagen.
Begleitend zur Pfadverfolgung wurde wieder die Entwicklung des kleinsten
Standardeigenwertes ω1 beobachtet. Aufgrund der zum Teil unsymmetrischen
Beulverformungen erfolgten die Berechnungen mit dem FE - Modell M 2.
Die Untersuchungen beschra¨nkten sich auf die Teilschalenfelder KS = 20
und KS = 10. Die Teilschalenfelder KS = 20 und KS = 10 stehen dabei
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exemplarisch fu¨r Teilschalenfelder, fu¨r die Φc ≈ Φcnl bzw. Φc 6= Φcnl gilt.
Imperfekte Teilschalenfelder KS = 20
In Abb. 4.68 und Abb. 4.69 sind noch einmal die Beulformen aus der linea-
ren bzw. nichtlinearen Stabilita¨tsanalyse dargestellt. Die Imperfektionsfor-
men waren affin zu diesen Beulformen, wobei verschiedene Imperfektionsam-
plituden verwendet wurden. Die Imperfektionsform wurde so skaliert, dass
die gro¨ßte bzw. kleinste Abweichung zur perfekten Geometrie (= w0) an
der Stelle lag, fu¨r die die jeweilige Beulform den gro¨ßten Absolutwert der
Durchbiegung besaß. In Abha¨ngigkeit von der betrachteten Imperfektions-
form sind dies unterschiedliche Orte auf der La¨ngsachse. Die zugeho¨rigen
globalen Durchbiegungs - Freiheitsgrade waren bei der Imperfektion affin:
- Φc - DOF 6193 bei ≈ 1/6 der Segmentla¨nge a,
- Φ2 - DOF 1917 bei ≈ 1/5 a,
- Φ3 - DOF 5163 bei ≈ 1/3 a,
- Φcnl - DOF 3996 bei 1/2 a.
Abb. 4.72 - 4.77 zeigen Projektionen der Gleichgewichtspfade fu¨r die imper-
fekten Teilschalenfelder, die Imperfektionsformen aufwiesen, die affin zu den
Beulformen aus der linearen Stabilita¨tsanalyse waren.
Neben den Pfaden in der jeweiligen λ -
”
maßgebender DOF“ - Ebene (siehe
oben) werden die Gleichgewichtspfade in der λ - DOF 3996 - Ebene ab-
gebildet. Dabei ist DOF 3996 der Freiheitsgrad, der zur Durchbiegung in
Segmentmitte geho¨rt. Auf die Darstellung des Pfadverlaufes anhand weite-
rer Freiheitsgrade wurde hier verzichtet. Dafu¨r ist innerhalb der numerischen
Rechnung der vollsta¨ndige Verformungsvektor fu¨r jeden berechneten Schritt
abzuspeichern.
Aus der Vorgabe von w0 resultiert fu¨r DOF 3996 im Fall der Imperfektions-
form Φc die Imperfektionsamplitude w0, siehe Abb. 4.75. Bei den in La¨ngs-
richtung asymmetrischen Imperfektionsformen Φ2 und Φ3 betra¨gt w0 ≈ 0.
Die Pfade fu¨r die imperfekten Strukturen verlaufen, unabha¨ngig von der ak-
tuellen Imperfektionsform und -amplitude, in der Regel ansteigend bis zu
einem Maximum. Der anschließende Abfall der Pfade ist zum Teil mit ei-
ner Umkehr der Verformungsrichtung am maßgeblichen Freiheitsgrad ver-
bunden. Die Pfadverla¨ufe a¨hneln den Prima¨rpfaden nach Abb. 4.52. Nach





























Abbildung 4.71: Φcnl, La¨ngsansicht, K
S = 10
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Abbildung 4.72: KS = 20, Imperfektion: Φc, w: DOF 6193


















Abbildung 4.73: KS = 20, Imperfektion: Φ2, w: DOF 1917



















Abbildung 4.74: KS = 20, Imperfektion: Φ3, w: DOF 5163
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Abbildung 4.75: KS = 20, Imperfektion: Φc, w: DOF 3996


















Abbildung 4.76: KS = 20, Imperfektion: Φ2, w: DOF 3996






















Abbildung 4.78: Φcimp, Imperfektion: Φ2, w0 = t/50
Bei den Lastmaxima handelt es sich um kritische Stabilita¨tspunkte, da ein
Nulldurchgang nach ω1 < 0 existiert. Eine Stabilita¨tsanalyse im kritischen
Punkt, z.B. bei der Imperfektion affin Φ2 mit w0 = t/50 und dem Sin-
gula¨rvektor im kritischen Punkt Φcimp nach Abb. 4.78, ergibt:
λcimp = 751.92
F TΦcimp = −0.3413 6= 0 → Durchschlagspunkt → λ´ = 0
A = 0.05685 → ´´λ = α2 A
F TΦcimp
= −α20.1666 < 0.
Damit wird besta¨tigt, was auch schon aus dem Pfadverlauf sichtbar wird,
dass es sich bei dem kritischen Punkt um einen Durchschlagspunkt mit
einem Lastmaximum handelt. Diese Aussage gilt - mit einer Ausnahme -
auch fu¨r die anderen Pfade.
Im Fall der ImperfektionsformΦc mit w0 = −t/10 konnte der Pfad nur bis zur
Lastho¨he λ = 602.79 ≈ 0.80λcnl verfolgt werden. Fu¨r nachfolgende Pra¨diktor-
schritte fu¨hrte die Korrektoriteration innerhalb des Bogenla¨ngenverfahrens
auf keine weitere Gleichgewichtslo¨sung. Der Verlauf von ω1 zeigt einen kri-
tischen Punkt fu¨r dieses Lastniveau an. Der Singula¨rvektor im kritischen
Punkt stellte sich entsprechend Abb. 4.79 zweiwellig in La¨ngsrichtung dar.
Eine Stabilita¨tsanalyse im kritischen Punkt ergibt hier:
λcimp = 602.79
F TΦcnl = −2.6088e− 7 → Verzweigungspunkt
A = 2.03296e− 6 → λ´ ≈ 0 → symmetrisch
B = −0.53275 D = 0.36935 E = −1.47920
→ ´´λ = −α2D + 3E
3B




Abbildung 4.79: Φcimp, Imperfektion: Φ
c, w0 = −t/10
Hier handelt es sich demnach um eine instabil symmetrische Verzwei-
gung. Eine weitere Laststeigerung wa¨re damit nicht mo¨glich. Zur U¨berpru¨-
fung dieses Ergebnisses wurde im kritischen Punkt ein Pfadwechsel, initiiert
mitΦcimp, vorgenommen. Der Pfadwechsel mit anschließender Pfadverfolgung
fu¨hrte tatsa¨chlich auf die abfallenden A¨ste eines zusa¨tzlichen Pfades durch
den Verzweigungspunkt (ω1 < 0).
Fu¨r die Imperfektion affin zu Φcnl zeigt Abb. 4.80 die ermittelten Gleichge-
wichtspfade anhand der Durchbiegung in Segmentmitte. Die Pfade weisen
ebenfalls kritische Punkte auf, die als Durchschlagspunkte mit Lastma-
xima identifiziert werden.


















Abbildung 4.80: KS = 20, Imperfektion: Φcnl, w: DOF 3996




ungu¨nstige“, das heißt beullasterho¨hende
bzw. -vermindernde Imperfektionsrichtungen deutlich zu erkennen. Bei +w0
liegen die Durchschlagspunkte (•) oberhalb, bei −w0 (◦) unterhalb λcnl. Dies
la¨ßt sich dadurch erkla¨ren, dass infolge +w0 eine zusa¨tzliche, die Schalentrag-










Abbildung 4.81: Verformte Struktur fu¨r die Laststufen λ/λcnl = 0.8, 0.99, 0.95
(von links), La¨ngsansicht, Imperfektion: Φ2, w0 = t/50
Dieser steifigkeitserho¨hende Effekt stellt sich ebenfalls, wenn auch nicht so
stark ausgepra¨gt, bei der Imperfektionsform Φc ein. In diesem Fall fu¨hrt die
Richtung −w0 (= −Φc) zu den ho¨heren Beullasten (Ausnahme: w0 = −t/10).




wirkt es sich aus, wenn die beiden außenliegenden Beulhalbwellen nach innen
(−w0), die Beulhalbwelle in der Mitte nach außen gerichtet sind (+w0).
Die Imperfektionsformen Φ2 und Φ3 fu¨hren nur zu geringfu¨gigen Steifigkeits-
vera¨nderungen. Die elastischen Beullasten liegen insgesamt etwas unterhalb
λcnl. Die Richtung der Imperfektion hat in diesen Fa¨llen aufgrund der in
La¨ngsrichtung asymmetrischen Beulformen keine Bedeutung.
Abb. 4.81 zeigt fu¨r die Imperfektionsform Φ2 Verformungszusta¨nde fu¨r drei
verschiedene Laststufen, bei λ/λcnl = 0.8, 0.99 vor und λ/λ
c
nl = 0.95 nach dem
U¨berschreiten des Lastmaximums. Die Verformungsbilder (im Fall λ/λcnl =
0.8 2-fach u¨berho¨ht dargestellt) lassen nur geringfu¨gige Abweichungen von
der symmetrischen Beulverformung der perfekten Struktur erkennen. Deut-
lich ist dagegen der Einfluß vonΦcnl bei Anna¨herung an λ
c
nl zu sehen, wodurch
ein Umschlag der Verformungsrichtung in Segmentmitte ausgelo¨st wird.
Imperfekte Teilschalenfelder KS = 10
Fu¨r KS = 10 wurden die
”
linearen“ Beulformen nach Abb. 4.70 und die
”
nichtlineare“ Beulform nach Abb. 4.71 ermittelt. Im Gegensatz zu KS = 20
sind in diesem Fall Φc 6= Φcnl und Φcnl ≈ Φ3. Fu¨r die Imperfektionsanalysen
wurden geometrische Imperfektionen in der Form Φc und Φcnl ausgewa¨hlt.
Zu w0 geho¨ren hier folgende Durchbiegungs - Freiheitsgrade:
- Φc - DOF 2197 bei ≈ 1/4 der Segmentla¨nge a,
- Φcnl - DOF 3996 bei 1/2 a.
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Abbildung 4.82: KS = 10, Imperfektion: Φc, w: DOF 2197




















Abbildung 4.83: KS = 10, Imperfektion: Φcnl, w: DOF 3996
Abb. 4.82 zeigt die ermittelten Pfade fu¨r die Imperfektionsform Φc bei ver-
schiedenen Imperfektionsamplituden w0. In allen Fa¨llen weisen die Pfade
Durchschlagspunkte mit Lastmaxima auf.
Die erreichten Lastho¨hen stimmen aufgrund der in La¨ngsrichtung asymme-
trischen Imperfektionsform bei wechselndem Vorzeichen und gleichem w0
u¨berein. Bei kleinen Imperfektionsamplituden ist, wie schon bei KS = 20,
nur ein sehr geringer Tragfa¨higkeitsverlust gegenu¨ber λcnl zu verzeichnen.
Dagegen ist fu¨r w0 = ±t/10 mit λ/λcnl = 0.576 ein erheblicher Abfall bei
den erreichten Lastmaxima festzustellen. Die starke Imperfektion beeinflußt
das Strukturverhalten offenbar sehr ungu¨nstig. Nicht die Imperfektionsform
Φc an sich, sondern erst bestimmte Imperfektionsamplituden fu¨hren zu einer
entscheidenden Schwa¨chung der Struktur.
In Abb. 4.83 sind die Pfadverla¨ufe fu¨r die Imperfektionsform Φcnl dargestellt.
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Deutlich ist hier, wie bei KS = 20, wieder die Abha¨ngigkeit von der Im-
perfektionsrichtung zu sehen. Ungu¨nstig sind wiederum Imperfektionen, die
entgegen der urspru¨nglichen Segementkru¨mmung gerichtet sind. Die Abwei-
chungen der maximalen Lastho¨hen gegenu¨ber λcnl sind gering. Bei der Am-
plitude w0 = −t/10 betra¨gt der Tragfa¨higkeitsverlust weniger als 10%.
Die Imperfektionsanalysen zu den Teilschalenfeldern mit RB F2 lassen fol-
gende Schlu¨sse zu:
1. Die imperfekten Strukturen sind, wie auch die perfekte Struktur, stabi-
lita¨tsgefa¨hrdet. Ihr Tragvermo¨gen wird durch das Erreichen eines kri-
tischen Stabilita¨tszustandes begrenzt. Der kritische Punkt ist dabei in
der Regel ein Durchschlagspunkt mit einem Lastmaximum.
2. Sofern es sich um kleine Imperfektionsamplituden w0 handelt, existie-
ren nur geringe Unterschiede zwischen dem Lastmaximum und der ela-
stischen Beullast der perfekten Struktur.
3. Es ist zu unterscheiden zwischen in La¨ngsrichtung asymmetrischen und
symmetrischen Imperfektionsformen. Wa¨hrend im ersten Fall die Rich-
tung der Imperfektionsform keine Rolle spielt, existieren bei symme-
trischen Imperfektionsformen gu¨nstige und ungu¨nstige, das heißt trag-
fa¨higkeitserho¨hende bzw. -vermindernde Imperfektionsrichtungen. Die
Ursache dafu¨r liegt nicht wie bei RB P1 in der Charakteristik des
Stabilita¨tsproblems, sondern allein in der Schalentragwirkung.
4. Schon die perfekte Struktur weist ein Durchschlagsproblem auf. Dieses
Stabilita¨tstragverhalten mit Membran- und Biegeverformungen domi-
niert in hohem Maße das Verhalten der imperfekten Strukturen, so
dass die Imperfektionen in der Regel nur zu einer geringfu¨gigen Mo-
difizierung, nicht aber zu einer grundsa¨tzlichen A¨nderung des Stabi-
lita¨tsverhaltens fu¨hren.
5. Stabilita¨tsgefa¨hrdete Strukturen, die wie die Teilschalenfelder mit
RB F2 eine nichtlineare Stabilita¨tsanalyse zur Ermittlung des nied-
rigsten kritischen Punktes der perfekten Struktur erfordern, besitzen
gegenu¨ber Imperfektionen, die affin bzw. a¨hnlich zu Φcnl sind, im Allge-
meinen die gro¨ßte Sensitivita¨t. Die ausschließliche Analyse von Imper-
fektionsformen entsprechend der Beulformen aus linearen Stabilita¨ts-
analysen kann problematisch sein.
6. Bei großen Imperfektionsamplituden, hier z.B. |w0| = t/10, kann es
zu signifikanten A¨nderungen des Stabilita¨tsverhaltens kommen. Bei-
spielsweise ist es mo¨glich, dass ein Verzweigungsproblem weit unterhalb
von λcnl oder ein starker Abfall der Beullast auftreten. Eine allgemein
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gu¨ltige Aussage, bei welchen Imperfektionsformen bzw. -amplituden es
zu solchen Erscheinungen kommt, scheint nicht mo¨glich zu sein. Es ist
jedoch zu vermuten, dass insbesondere die in Abschn. 4.5.7 beschrie-
benen
”
benachbarten“ Stabilita¨tsprobleme das Tragverhalten entschei-
dend beeinflussen ko¨nnen.
7. Durch die U¨berlagerung von prima¨rem mit imperfektem Tragverhalten
kann bei großen Imperfektionsamplituden gerade so ein Verformungs-
und Spannungszustand entstehen, der eine Gleichgewichtsverzweigung
hervorruft. Unter diesem Gesichtspunkt erscheint die anzusetzende Im-
perfektionsamplitude fu¨r die numerische Rechnung w0 = 1.5t nach [13]
problematisch. Im Allgemeinen wird davon ausgegangen, dass es sich
bei geometrischen Imperfektionen um kleine Abweichungen handelt, die





Numerische Analysen sind aus der ta¨glichen Praxis des konstruktiven Stahl-
baus kaum noch wegzudenken. Neben dem Einsatz fu¨r Festigkeitsprobleme
ist eine zunehmende Verwendung der Finite - Elemente - Methode auch fu¨r
Stabilita¨tsprobleme festzustellen.
Werden in der Praxis numerische Stabilita¨tsanalysen durchgefu¨hrt, treten
selbst bei Beschra¨nkung auf die u¨blichen Analysemethoden - der Eigenwert-
analyse und der Pfadverfolgung fu¨r imperfekte Systeme - numerische Schwie-
rigkeiten und schwer zu interpretierende Sachverhalte auf. Erwa¨hnt seien
hier nur zwei Fragestellungen: Warum ergeben sich unterschiedliche kritische
Lasten bei Anwendung verschiedener FE - Programme? und Warum treten
wa¨hrend einer Pfadverfolgung plo¨tzlich Konvergenzprobleme auf, obwohl der
kritische Punkt noch weit entfernt ist?
Die Beantwortung solcher Fragestellungen erfordern vom Ingenieur sowohl
zusa¨tzliche Kenntnisse der Stabilita¨tstheorie als auch ein umfangreiches Wis-
sen zu numerischen Sachverhalten. Daneben ist offensichtlich, dass die u¨b-
lichen numerischen Analysemo¨glichkeiten in der Regel nicht ausreichen, um
sich ein umfassendes Bild u¨ber das Stabilita¨tsverhalten einer Struktur ma-
chen zu ko¨nnen.
Diese Arbeit wurde mit dem Ziel verfaßt, eine Vermittlung zwischen den An-
schauungen des praxisorientierten Ingenieurs und den teilweise sehr komple-
xen Zusammenha¨ngen der Stabilita¨tstheorie sowie den Methoden der nume-
rischen Stabilita¨tsanalyse zu erleichtern. Insbesondere sollte deutlich werden,
dass es mo¨glich und erfolgversprechend ist, numerische Methoden der Ela-
stostabilita¨t, die im Allgemeinen auf dem Gebiet der theoretischen Mechanik
zu finden sind, in den eigenen Methodenvorrat einzubinden.
Bei der Darstellung der erforderlichen stabilita¨tstheoretischen Grundlagen
und der erweiterten Methoden wurde besonders auf eine konsistente, sy-
stematische und FEM - nahe Formulierung geachtet. Insbesondere wurde
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versucht, bei der Darstellung der Nachbeulanalyse von den Urspru¨ngen der
Methode auszugehen und anschließend eine allgemeinere mathematische For-
mulierung zu verwenden. Dies fu¨hrt dazu, dass einige Sachverhalte parallel
dargestellt werden. Um jedoch einen Vergleich zu ermo¨glichen, wurde sich
entschieden, beide Herangehensweisen ausfu¨hrlich zu behandeln, auch wenn
die Unterschiede im Endergebnis gering sind.
Der sekunda¨re Gleichgewichtspfad besitzt bei einer Gleichgewichtsverzwei-
gung eine herausragende Bedeutung. Die Bestimmung des Sekunda¨rpfades
kann, wie in der Arbeit beschrieben, anhand einer asymptotischen Na¨herung
bzw. direkt durch einen Pfadwechsel erfolgen. Mit dem Verlauf des Sekunda¨r-
pfades liegt eine wesentliche Charakteristik des Stabilita¨tsproblems vor, wor-
aus Schlußfolgerungen zum Imperfektionsverhalten gezogen werden ko¨nnen.
Dies ist aus praktischer Sicht insofern bemerkenswert, da hier Imperfektions-
aussagen allein durch Analysen des perfekten Systems mo¨glich sind. Damit
existiert eine sehr effektive Methode, zielgerichtet und ohne aufwa¨ndige Pa-
rameterstudien das Imperfektionsverhalten einer Struktur zu untersuchen.
Allerdings bestehen bei der Bestimmung des Sekunda¨rpfades erhebliche Ein-
schra¨nkungen. Der Erfolg einer Pfadwechselprozedur zur
”
genauen“ Bestim-
mung des Sekunda¨rpfades ist immer davon abha¨ngig, ob der Sprung vom
prima¨ren auf den sekunda¨ren Pfad gelingt. Eine Empfehlung zur Wahl einer
erforderlichen Pra¨diktorgro¨ße kann nicht gegeben werden. Außerdem ist im-
mer, wie das in der Arbeit behandelte Beispiel eines Schalensegmentes zeigt,
zu kontrollieren, auf welchen Gleichgewichtspfad der Sprung tatsa¨chlich er-
folgt.
Werden die Ergebnisse der Nachbeulanalyse genutzt, um eine Approximation
des Sekunda¨rpfades zu erzeugen, ist die Frage des Pfadparameters zu disku-
tieren. Bei den behandelten Beispielen, die im Vorbeulbereich im Wesentli-
chen Membranbeanspruchungen aufwiesen, war dies die maximale Durchbie-
gungsordinate. Ein zutreffender Pfadparameter kann jedoch nicht allgemein
gu¨ltig, sondern allenfalls fu¨r eine bestimmte Problemklasse festgelegt werden.
Die bekannten Probleme numerischer Differentiationsverfahren wirkten sich
sehr nachteilig auf die Berechnung der quadratischen Nachbeulparameter aus.
Um dies zu verhindern, wa¨ren Ableitungen der Steifgkeitsmatrizen fu¨r jeden
einzelnen Elementtyp schon in der Elementformulierung bereitzustellen. Die-
ses war nicht das Ziel der Arbeit, ist jedoch, nicht nur fu¨r das verwendete
FE - Programm SLang , wu¨nschenswert.
Insgesamt zeigte sich, dass das FE - Programm SLang sehr gut dafu¨r geeignet
ist, die erforderlichen Algorithmen fu¨r erweiterte Stabilita¨tsanalysen Schritt
- fu¨r - Schritt mit einem vertretbarem Aufwand aufzubauen. Kritisch anzu-
merken ist lediglich, dass in einigen Fa¨llen, wie an den Beispielalgorithmen
deutlich wird, etwas umsta¨ndlich und rechenzeitintensiv vorgegangen werden
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mußte. Dies lag daran, dass die erforderlichen Matrizenoperationen nicht im-
mer zur Verfu¨gung standen.
Besonders wichtig war es, nicht nur die Theorie, sondern auch die Anwen-
dung der Methoden fu¨r praktisch interessierende Fragestellungen nachvoll-
ziehbar zu demonstrieren. Dabei sollten auch Probleme behandelt werden,
die sich dann ergeben, wenn von den u¨blichen, mehr oder weniger akade-
mischen Modellen abgewichen wird. Die in der Arbeit ausfu¨hrlich behan-
delten Beispielanwendungen aus den Bereichen Platten- und Schalenbeu-
len befassen sich zwar mit Strukturen, die ha¨ufig in der Literatur zu fin-
den sind und deren Stabilita¨tsverhalten im Wesentlichen bekannt ist. Den-
noch wurden sie hier verwendet, da damit besonders eindrucksvoll die ver-
schiedenen Mo¨glichkeiten der numerischen Stabilita¨tsanalysen gezeigt werden
ko¨nnen. Werden die FE - Modelle mo¨glichst praxisnah angelegt, sind starke
Vera¨nderungen im Stabilita¨tsverhalten, insbesondere im Nachbeulverhalten,
festzustellen.
Wa¨hrend der Erstellung des theoretischen Teils der Arbeit und vor allem
bei der Durchfu¨hrung der numerischen Rechnungen stellte sich die Frage,
ob das Thema der gekoppelten Instabilita¨ten nicht ausfu¨hrlicher behandelt
werden mu¨ßte. Teilweise zeigten sich in einigen Rechnungen Probleme, die
mo¨glicherweise auf mehrfache kritische Punkte zuru¨ckzufu¨hren sind. Der ak-
tuelle Forschungsstand hierzu la¨ßt jedoch eine zuverla¨ssige und a¨hnlich um-
fangreiche numerische Behandlung wie bei Einfachsingularita¨ten noch nicht
zu. Deshalb wurde auf weitere Darstellungen zu diesem Thema verzichtet.
Fu¨r die Zukunft sind auf diesem Gebiet aber Weiterentwicklungen zu erwar-
ten, die dann auch fu¨r praktische Problemstellungen mit mehrfachen kriti-




Verku¨rzte Schreibweise fu¨r das
Potentialinkrement
Fu¨r eine u¨bersichtliche Schreibweise wird das Potentialinkrement folgender-
maßen in verschiedene Anteile getrennt, die jeweils nur von Φ, u bzw. von
beiden Gro¨ßen abha¨ngen:
Π2(αΦ+ u) = α








Π3(αΦ+ u) = α
3Π3(Φ) + α















Π4(αΦ+ u) = α
4Π4(Φ) + α
3Π31(Φ,u) + α



































Abbildung B.1: 2-DOF-System aus [43]
In [43] wurden Stabilita¨tsanalysen auf analytischem Wege fu¨r ein Starrko¨r-
persystems nach Abb.B.1 durchgefu¨hrt. Dieses mehr akademische Beispiel
wird hier aufgegriffen, um die in Kapitel 2 beschriebenen Sachverhalte zu
veranschaulichen.
Das System besteht aus 4 biege- und dehnstarren Sta¨ben, die gelenkig mitein-
ander verbunden sind. Der Verformungszustand des Starrko¨rpersystem kann
allein durch zwei Freiheitsgrade beschrieben werden.
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Die (theoretische) Systemsteifigkeit resultiert allein aus Drehfedern mit der
Federsteifigkeit S und nichtlinearen Wegfedern, charakterisiert durch die Fe-
dersteifigkeiten K1 und K2. Damit ergeben sich folgende Federkra¨fte:
M = Sα
F = K1∆+K2∆2.
Das System wird belastet durch eine a¨ußere Kraft λN . Fu¨r die konkrete
Rechnung wurden folgende Parameter gewa¨hlt:
L = 1.0, S = 0.5, K1 = 1.0, K2 = 0.5, N = 1.0, θ0 = 10
◦.
In [43] wurde von einem exaktem Ausdruck fu¨r das Potential ausgegangen.
Um mo¨glichst nahe an den Formulierungen des Kapitels 2 zu bleiben, wird
im Folgenden ein approximierter Potentialausdruck verwendet.
Zuerst soll hier jedoch der unter den gegebenen Randbedingungen exakte
Potentialausdruck angegeben werden. Er lautet unter Beru¨cksichtigung von
geometrischen Zusammenha¨ngen, auf die hier nicht na¨her eingegangen wird:
Π(q, λ) = S(α+ β)2 +
1
2




K2L3 [sin (θ0 + β)− sin (θ0 + α)]3
−λLN [2 cos (θ0)− cos (θ0 + α)− cos (θ0 + β)] .
Hieraus ko¨nnen die Gleichgewichtsbedingungen abgeleitet und nach evtl.
Lo¨sungen gesucht werden. Der prima¨re Last-Verformungspfad kann dann















Eine direkte Abha¨ngigkeit qp(λ) la¨ßt sich nicht herstellen.
Zur Suche nach einem kritischen Punkt auf dem prima¨ren Pfad wird in An-
wendung von Gl.(2.18) folgendes Determinantenkriterium verwendet:
|G,q| = |K(qp(s), λ(s)| = 0
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Der erste kritische Punkt wird exakt ermittelt zu:





, λc = 1.582.
In [43] werden im Weiteren am kritischen Punkt, einem einfachen Verzwei-
gungspunkt, Stabilita¨tsuntersuchungen angestellt.
Im Unterschied zu [43] wird hier von einem approximierten Potentialaus-
druck Π˜ ausgegangen. Dazu werden die trigonometrischen Funktionen des
urspru¨nglichen Ausdrucks durch ihre Reihenentwicklungen ersetzt. Beru¨ck-
sichtigt man Terme bis zur 4. Ordnung, lautet die Na¨herung nach Gl.(2.2):






























Die einzelnen Koeffizienten nach Gl.(2.3) sind:
A1 A˘1(λ) 0.17365λ
A2 A˘2(λ) 0.17365λ
A11 A¯11 + A˘11(λ) 1.96985− 0.98481λ
A12 A¯12 0.0301537
A22 A¯22 + A˘22(λ) 1.96985− 0.98481λ
A111 A¯111 + A˘111(λ) −1.46814 + 0.17365λ
A112 A¯112 1.12612
A122 A¯122 −0.78410
A222 A¯222 + A˘222(λ) 0.44208 + 0.17365λ




A2222 A¯2222 + A˘2222(λ) −4.79939 + 0.98481λ
Tabelle B.1: Koeffizienten in der Potentialapproximation









Eine Auflo¨sung der nichtlinearen Gleichgewichtsbedingungen ist hier nicht
mo¨glich. Deshalb wird, ausgehend vom unbelasteten unverformten Zustand
”
0“, der prima¨re Last-Verformungspfad approximiert. Die Gleichgewichtsbe-
dingungen 3. Ordnung erlauben eine Pfadapproximation 3. Ordnung. Die







































= 0.852044s− 0.0528905s2 − 0.0152789s3.
Fu¨r den Pfadparameter s wurde die folgende lineare Normierungsbedingung
eingefu¨hrt:
s = α+ β + λ.










A111α+ A112β A112α+ A122β






2 + 2A1112αβ + A1122β
2 A1112α
2 + 2A1122αβ + A1222β
2
A1112α
2 + 2A1122αβ + A1222β
2 A1122α




K ist symmetrisch und entha¨lt neben konstanten auch von λ abha¨ngige
Terme.
Mit Blick auf die numerische Stabilita¨tsanalyse werden zur Ermittlung des
kritischen Punktes auf dem prima¨ren Pfad verschiedene Varianten miteinan-
der verglichen:
• Analyse der nichtlinearen Steifigkeitsmatrix entlang des prima¨ren Pfa-
des entsprechend einer nichtlinearen Stabilita¨tsanalyse,
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• Linearisierung des Prima¨rpfades + linearisiertes verallgemeinertes Ei-
genproblem,
• Beru¨cksichtigung des Prima¨rpfades 2. Ordnung + quadratisches verall-
gemeinertes Eigenproblem.
Fu¨r die nichtlineare Stabilita¨tsanalyse wurde die Determinante |K| entlang
des nichtlinearen Pfades ausgewertet. Der Nulldurchgang wurde ermittelt
bei:





, λc = 1.546.
In der numerischen Stabilita¨tsanalyse entspricht dieses Vorgehen einer beglei-
tenden Stabilita¨tsuntersuchung im Laufe der Pfadverfolgung, wobei neben
der Beobachtung der Determinante von K weitere Kontrollmo¨glichkeiten,
beispielsweise die laufende U¨berpru¨fung des ersten Standardeigenwertes, exi-
stieren. Die Auflo¨sung des Standardeigenproblems am kritischen Punkt er-
gibt hier:






Dabei wurde der Singula¨rvektor Φ auf die La¨nge 1 normiert. Das Verschwin-
den des kleinsten Eigenwertes ω1 zeigt den kritischen Punkt an, was gleich-








Neben der nichtlinearen Stabilita¨tsanalyse, die den
”
exakten“ kritischen Punkt
liefert, sollen im Folgenden zum Vergleich zwei Na¨herungen untersucht wer-
den.
Dazu wird als erstes fu¨r den Prima¨rpfad ein linearer Verlauf angenommen:






λp1(s) = λ´s = 0.852044 s.
Wird auch die Steifigkeitsmatrix linearisiert, ergibt sich das klassische, ha¨ufig
in der Praxis angewendete verallgemeinerte Eigenproblem:
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[K0 +K1(s)]Φ = 0.









A˘11λ´+ A¯111α´+ A¯112β´ A¯112α´+ A¯122β´
A¯112α´+ A¯122β´ A˘22λ´+ A¯122α´+ A¯222β´
]
.






















, λc = 1.857 > 1.546.
Aufgrund der getroffenen Annahme und der Linearisierung des Eigenpro-
blems werden hier der kritische Punkt um etwa 25% zu hoch, die Verformun-
gen im kritischen Punkt dagegen erheblich zu niedrig eingescha¨tzt.




















λs2 = 0.852044s− 0.0528905s2.
Beschra¨nkt man sich bei den Anteilen der Steifigkeitsmatrix auf die linearen
und quadratischen Terme ist das folgende nichtlineare Eigenproblem zu lo¨sen:








λ+ A¯111 ´´α+ A¯112
´´























































Sollen solche nichtlinearen Eigenprobleme innerhalb der numerischen Rech-
nung gelo¨st werden, sind spezielle mathematische Algorithmen notwendig.
Hier kann das quadratische Eigenproblem noch analytisch gelo¨st werden:













, λc = 1.743 > 1.546.
Wa¨hrend die Verformungen am kritischen Punkt wesentlich besser approxi-
miert werden als im vorhergehenden Fall, ist auch hier immer noch eine etwa
13%-ige U¨berscha¨tzung der kritischen Lastho¨he zu verzeichnen.
Die Ergebnisse der hier gezeigten analytischen Variantenuntersuchung zur
Ermittlung des kritischen Punktes lassen sich auf die numerische Stabi-
lita¨tsanalyse u¨bertragen. Die Untersuchungen belegen den großen Einfluß
der Annahmen zum Verlauf des prima¨ren Pfades und die Bedeutung des ver-
wendeten Eigenproblems bei der Ermittlung des kritischen Punktes. In der
Praxis wird ha¨ufig, trotz eines nichtlinearen Verlaufes des Prima¨rpfades, ein
klassisches, linearisiertes verallgemeinertes Eigenproblem gelo¨st. Nichtlineare
Prima¨rpfade treten hauptsa¨chlich bei jenen stabilita¨tsgefa¨hrdeten Struktu-
ren auf, die neben den Membran- auch Biegeverformungen aufweisen. Eine
Linearisierung des Problems kann in solchen Fa¨llen, wie das Beispiel zeigt,
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zu erheblichen Fehleinscha¨tzungen fu¨hren. Dies kann, neben der hier aufge-




Abschließend soll anhand dieses Beispiels noch die Stabilita¨tsanalyse im kriti-
schen Punkt nach Abschn. 2.4.3 durchgefu¨hrt werden. Dazu ist im kritischen
Punkt der kubische Term Π3(u) aus der Reihenentwicklung nach Gl.(2.11) zu
untersuchen. Hierfu¨r wird die Ableitung der Steifigkeitsmatrix nach Gl.(2.14)















































Die Auswertung von Π3(Φ) im ”





ΦT (K,qΦ)Φ = −0.16302 6= 0.





Fu¨r die Verfolgung von Gleichgewichtspfaden wurde innerhalb dieser Arbeit
der Algorithmus critical-point.s eingesetzt. Zur seiner Erstellung konnte
im Wesentlichen auf einen bereits bestehenden, in der Beispielsammlung des
FE - Programms SLang dokumentierten Berechnungsablauf zuru¨ckgegriffen
werden, der auf Angaben in [61] basiert.
%%% File: critical-point.s %%%
string create,, 30, model/
string read,, model K20,/
string append,, 2 model ".save", filename/
structure restore,, filename,/
Einlesen des vollsta¨ndigen FE - Modells, hier z.B. K20.save







control if,, failure 0 gofurther,/
control exit,,,/
gofurther: Top - Routine der inkrementell - iterativen Pfad-
verfolgung mittels Bogenla¨ngenverfahrens, bestehend aus li-
nearem Pra¨diktorschritt und anschließender Korrektoriterati-
on.
#label initialize
monitor allocate, replace, 3,/
monitor create,, 1 0.05 0.10 0.25 0.40, st_eigenvalue_1/
monitor create,, 2 0.67 0.10 0.30 0.40, disp_middle/
monitor create,, 3 0.45 0.55 0.50 0.40, structure/
structure view, scale, 3 10 45 0,/
element build, stiffness total,,/
global restraints, remove_rot_singular,,/
global matrix, stiffness,, comp_k/
compact factorize,, comp_k, sky_k/
global vector, load, 2 loads_front 0.5 loads_back 0.5, global_l/
node extract,,, save_disp/
object create, real,, save_lambda/
object read,, save_lambda 0.0,/
object create, real,, lambda/
object read,, lambda 0.0,/
object create, real,, epsilon_norm/
object read,, epsilon_norm 1e-5,/
linalg norm,, global_l, compare_norm/
object create, real,, arclength/
object read,, arclength 0.1,/
object create, real,, direction/
object read,, direction 1.0,/
object create, real matrix, 1 3 full_results/
object create, real matrix, 1 3 actual_results/
compact factorize,, comp_k, sky_k/
compact iteigenstsy, skyline, comp_k sky_k 1,
st_eigenvalue_1 st_eigenvector_1/
object modify, set, full_results (1 1) save lambda,/
object modify, set, full_results (1 2) st_eigenvalue_1,/
node extract, single displacements trans_dof, middle_node,
disp_middle_node/
object modify, set, full_results (1 3) disp_middle_node (2),/
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object create, integer,, number/
object read,, number 0,/
object copy,, save_disp, save_disp_all/
object copy,, save_lambda, save_lambda_all/
control return,,,/
initialize: Definition und Initialisierung von Objekten:
Startwerte bzw. Vorgaben fu¨r das inkrementell - iterative Bo-
genla¨ngenverfahren wie z.B. save_lammbda bzw. arclength,
fu¨r das Post-Processing z.B. results oder save_disp_all
und die Monitore fu¨r die Ausgabe sowie allgemeine Gro¨ßen
wie z.B. die Initialsteifigkeitsmatrix comp_k in kompakter
Speicherform.
#label linear_predictor
object create, real replace,, d_lambda/
compact solve,, sky_k global_l, d_vp/
linalg norm, replace, d_vp, s0/
object modify, set, d_lambda \mul direction \div arclength s0,/
node extract, doflist displacements replace,, disp/
linalg lincomb,, 2 disp 1 d_vp d_lambda, actual_disp/
node merge, doflist displacements, actual_disp,/
object modify, add, lambda d_lambda,/
element build, res_force total,,/
global vector, res_force,, restoring_force/
linalg lincomb,, 2 global_l \chs lambda restoring_force 1,
global_dforce/
object copy,, actual_disp, predictor_disp/







linear_predictor: Routine zur Berechnung des Pra¨dik-
torschrittes fu¨r den Verformungszustand predictor_disp
und den zugeho¨rigen Lastfaktor predictor_lambda.
Fu¨r die Korrektoriteration wird der Ungleichgewichts-
vektor global_dforce zwischen der Belastung und den
Ru¨ckstellkra¨ften aus dem Pra¨diktorschritt berechnet. Der




object create, integer,, failure/
object create, integer,, it_count/
object read,, it_count 0,/
object create, real,, d_lambda/
node extract,,, actual_disp/
#label corrector_iteration_loop
object modify, add, it_count 1,/
control if, greater, it_count 100 failure,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness,, comp_k/
compact factorize,, comp_k, sky_k/
compact solve, replace, sky_k global_l, d_vp/
compact solve, replace, sky_k global_dforce, d_vg/
object operate, \chs, d_vg,/
control gosub,, corrector_function,/
linalg multiply, replace trans_first, func_v d_vg, a_corr/
linalg multiply, replace trans_first, func_v d_vp, b_corr/







object modify, add, lambda d_lambda,/




node merge, doflist displacements, actual_disp,/
element build, res_force total,,/
global vector, res_force,, restoring_force/
linalg lincomb,, 2 global_l \chs lambda restoring_force 1,
global_dforce/
linalg norm, replace, global_dforce, diff_morn/
output print,, diff_norm,/
control if, real less, 100000 \div diff_norm
compare_norm failure,/
control if, real less, epsilon_norm diff_norm
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corrector_iterration_loop,/
element build, stiffness total,,/
global matrix, stiffness,, comp_k/
compact factorize,, comp_k, sky_k/
compact iteigenstsy, skyline, comp_k sky_k 1,
st_eigenvalue_1 st_eigenvector_1/
control if, less real, st_eigenvalue_1 0.0 stop_calculation,/
object copy, replace, actual_disp, save_disp/






corrector_iterations: Die Unterroutine entha¨lt die er-
forderlichen Berechnungsschritte fu¨r die Korrektoritera-
tion. Innerhalb der Schleife corrector_iteration_loop
wird, ausgehend vom Pra¨diktorschritt, sowohl das Lastin-
krement (d_lambda) als auch das Verformungsinkrement
(d_vp d_lambda + d_vg) vera¨ndert. Die zugeho¨rige Berech-
nungsvorschrift wird durch den Aufruf der Unterroutine
corrector_function realisiert. Anhand von Konvergenzkri-
terien erfolgt schließlich der Abruch der Gleichgewichtsitera-
tion bei fehlender Konvergenz bzw. bei erfolgreicher Gleich-
gewichtsiteration.
#label corrector_function
object create, real,, func/
object create, real,, func_lambda/
linalg lincomb, replace, 2 actual_disp 1 save_disp -1,
delta_disp/
linalg norm, replace, delta_disp, disp_norm/
object operate, \pow, disp_norm 2,/
linalg norm, replace, predictor_disp, psi/
object operate, \div, psi \mul 2 predictor_lambda,/
object create, real,, lambda_norm/
object modify, set, lambda_norm \pow \sub lambda save_lambda 2,/
object operate, \mul, lambda_norm \pow psi 2,/
object modify, set, func \sub \sqr \add disp_norm
lambda_norm arclength,/
linalg lincomb, replace, 1 delta_disp \div 1 \add
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func arclength, func_v/
object modify, set, func_lambda \sub lambda save_lambda,/
object operate, \mul, func_lambda \div \pow psi 2
\add func arclength,/
control return,,,/
corrector_function: Hier erfolgt die Berechnung des Last-
bzw. Verformungsinkrementes innerhalb der Gleichgewichtsi-
teration. Als Nebenbedingung wird Gl.(3.4) verwendet, der
Korrekturfaktor psi wird nach Gl.(3.5) ermittelt.
#label failure
object modify, set, failure 1,/
control message,, "No convergence",/
control return,,,/
#label stop_calculation
control message,, "1. eigenvalue < 0",/
#label post_processing
object modify, set, actual_results (1 1) save_lambda,/
object modify, set, actual_results (1 2) st_eigenvalue_1,/
node extract, replace single displacements trans_dof,
middle_node, disp_middle_node/
object modify, set, actual_results (1 3) disp_middle_node (2),/
object append, add_rows, full_results actual_results,/
output view, phase_plot title grid_both, 1 full_results 2
"first_eigenvalue - load",/
output view phase_plot title grid_both, 2 full_results 3
"disp_middle - load",/
object append, add_columns, save_disp_all save_disp,/
object append, add_rows, save_lambda_all save_lambda,/
structure view, reference nonodes nosymbols, 3 10 45 0 1.0,/
object modify, add, number 1,/
string convert, replace int_string no_space, number, nr/
string append, replace, 4 model "_primary_" nr ".rst", filename/
output file, noappend binary, save_disp_all, filename/
output file, append binary, save_lambda_all, filename/
output file, append binary, full_results, filename/
control return,,,/
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post_processing: Anzeige der Verla¨ufe des 1. Standardei-
genwertes der tangentiellen Steifigkeitsmatrix und eines spe-
ziellen Verformungsfreiheitsgrades gegenu¨ber dem Lastfaktor
und Abspeichern der ermittelten Gleichgewichtskonfiguratio-
nen.
Innerhalb der numerischen Stabilita¨tsanalyse ist der erste kritische Punkt auf
dem prima¨ren Pfad mo¨glichst genau zu ermitteln. Aus dem Verlauf des ersten
kritischen Eigenwertes la¨ßt sich die Anna¨herung an den kritischen Punkt im
Allgemeinen gut erkennen. In der praktischen Anwendung der vorstehenden
Routine wurde zur Genauigkeitssteigerung in der Regel wa¨hrend der Be-
rechnung die Bogenla¨nge arclength verkleinert. Auf spezielle Algorithmen
zur Verbesserung der Genauigkeit wie Bisektionsverfahren oder automatische
Schrittweitensteuerung [11] wurde hier verzichtet, eine Einbindung solcher












50 47.450 47.481 -9.0366-09 0.5167 0.06102
55 39.215 39.274 -3.0843e-08 0.4978 0.06275
60 32.951 33.023 -2.7177e-08 0.4755 0.06406
65 28.077 28.152 -1.5900e-08 0.4514 0.06508
70 24.209 24.284 -6.7191e-10 0.4268 0.06589
75 21.089 21.161 -5.4122e-09 0.4024 0.06655
80 18.535 18.603 -1.7152e-08 0.3788 0.06709
85 16.419 16.483 8.0220e-09 0.3562 0.06753
90 14.645 14.705 -1.5210e-08 0.3348 0.06791
95 13.144 13.200 1.7491e-08 0.3146 0.06822
100 11.863 11.914 -5.9323e-09 0.2957 0.06849





50 30.368 30.505 1.7028-08 1.4832 0.34288
55 25.098 25.218 4.8509e-08 1.3329 0.34342
60 21.089 21.195 -8.1298e-08 1.1994 0.34384
65 17.969 18.062 -3.3187e-08 1.0816 0.34417
70 15.494 15.576 5.4413e-09 0.9777 0.34443
75 13.497 13.570 4.3893e-09 0.8863 0.34464
80 11.863 11.928 1.1216e-08 0.8057 0.34481
85 10.508 10.567 -1.2851e-08 0.7345 0.34495
90 9.373 9.426 -9.9465e-09 0.6716 0.34507
95 8.412 8.460 8.8020e-10 0.6158 0.34518
100 7.592 7.636 1.117e-09 0.5663 0.34526 0.34179 [33]






50 30.368 30.496 -1.8411-08 1.5454 0.37955
55 25.098 25.211 1.3235e-08 1.3883 0.38005
60 21.089 21.189 2.5754e-09 1.2491 0.38043
65 17.969 18.058 1.2418e-08 1.1262 0.38073
70 15.494 15.572 4.7727e-09 1.0179 0.38097
75 13.497 13.567 -3.1097e-09 0.9226 0.38116
80 11.863 11.925 5.8937e-10 0.8386 0.38132
85 10.508 10.564 6.5760e-09 0.7645 0.38145
90 9.373 9.424 2.8072e-10 0.6990 0.38156
95 8.412 8.458 5.9358e-09 0.6409 0.38165
100 7.592 7.634 5.0948e-09 0.5893 0.38173 0.37587 [33]
Tabelle D.3: α = 2.0, RB 0






50 4.7178e-08 4.1013 0.34031 -5.2947e-08 4.1764 0.34439
55 -8.5171e-09 3.8503 0.34114 5.3701e-08 3.9207 0.34522
60 -1.3627e-08 3.6070 0.34177 4.7876e-09 3.6728 0.34585
65 2.9675e-08 3.3742 0.34226 1.8469e-08 3.4357 0.34634
70 1.0693e-08 3.1537 0.34265 -4.0838e-09 3.2111 0.34673
75 8.4837e-09 2.9465 0.34297 2.1699e-08 3.0001 0.34705
80 -3.7051e-08 2.7528 0.34323 7.3731e-09 2.8029 0.34731
85 -2.1047e-08 2.5727 0.34345 1.0972e-08 2.6195 0.34752
90 1.1611e-08 2.4056 0.34363 -1.5685e-08 2.4493 0.34770
95 8.7649e-09 2.2509 0.34378 -1.1589e-11 2.2919 0.34786
100 -6.9842e-09 2.1081 0.34391 -2.6676e-09 2.1464 0.34799
Tabelle D.4: Ergebnisse der Nachbeulanalyse: α = 0.5, RB c05a und c05b
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50 6.6903e-09 1.9662 0.40887 1.8271e-08 2.8365 0.49947
55 -2.3383e-08 1.7659 0.40933 4.1545e-08 2.5462 0.49980
60 -1.3718e-08 1.5885 0.40968 -2.3998e-08 2.2894 0.50006
65 6.8835e-08 1.4319 0.40995 1.3199e-08 2.0631 0.50026
70 2.7226e-08 1.2941 0.41017 -1.1469e-08 1.8641 0.50042
75 -1.7870e-08 1.1728 0.41034 8.7886e-09 1.6890 0.50054
80 1.2313e-08 1.0660 0.41048 1.9198e-08 1.5348 0.50065
85 -3.9164e-08 0.9717 0.41060 -2.0004e-08 1.3989 0.50074
90 1.1802e-08 0.8884 0.41070 2.7615e-09 1.2788 0.50081
95 -1.5366e-08 0.8145 0.41079 6.3598e-09 1.1724 0.50087
100 -1.0750e-08 0.7489 0.41086 2.9543e-10 1.0778 0.50092
Tabelle D.5: Ergebnisse der Nachbeulanalyse: α = 1.0, RBc1a und c1b






50 1.4896e-08 1.7660 0.41144 -1.0860e-08 2.5325 0.50062
55 -2.2718e-08 1.5861 0.41189 -5.2076e-09 2.2733 0.50095
60 8.3066e-10 1.4267 0.41224 9.5960e-09 2.0441 0.50121
65 4.2681e-09 1.2861 0.41251 8.3941e-09 1.8420 0.50141
70 1.3839e-08 1.1624 0.41272 -5.8738e-09 1.6643 0.50156
75 5.8025e-09 1.0534 0.41290 1.6589e-09 1.5080 0.50169
80 -1.2604e-09 0.9574 0.41304 -1.0075e-09 1.3704 0.50180
85 8.3384e-10 0.8728 0.41316 3.8357e-09 1.2491 0.50188
90 2.9667e-12 0.7980 0.41326 -3.9481e-09 1.1418 0.50196
95 -4.161e-09 0.7316 0.41334 8.1464e-09 1.0468 0.50202
100 -1.4407e-09 0.6727 0.41341 -5.6487e-09 0.9624 0.50207
Tabelle D.6: Ergebnisse der Nachbeulanalyse: α = 2.0, RB c2a und c2b
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50 46.473 - - 29.877 - 1.036 30.033 - 1.038
55 38.530 - - 24.751 - 1.082 24.868 - 1.087
60 32.460 - 1.016 20.838 1.027 1.131 20.928 1.028 1.139
65 27.717 - 1.045 17.784 1.064 1.182 17.854 1.067 1.194
70 23.941 1.001 1.072 15.354 1.103 1.236 15.410 1.109 1.252
75 20.887 1.023 1.098 13.390 1.143 1.291 13.435 1.152 1.312
80 18.381 1.047 1.125 11.780 1.185 1.349 11.817 1.198 1.375
85 16.300 1.069 1.151 10.443 1.229 1.408 10.474 1.245 1.441
90 14.553 1.091 1.176 9.321 1.274 1.469 9.347 1.294 1.508
95 13.073 1.113 1.202 8.371 1.320 1.531 8.393 1.345 x
100 11.807 1.134 1.228 7.559 1.368 1.595 7.577 1.397 x
x ... Konvergenzprobleme vor Erreichen der Grenzlast
λ24 ... Laststufe bei σR = 24.0 kN/cm2
λ36 ... Laststufe bei σR = 36.0 kN/cm2
Tabelle D.7: Tragreserven numerisch, RB 0, SHELL9n
















50 47.481 - - 30.505 - 1.043 30.496 - 1.045
55 39.274 - - 25.218 - 1.104 25.211 - 1.109
60 33.023 - 1.024 21.195 1.032 1.168 21.189 1.034 1.176
65 28.152 - 1.070 18.062 1.081 1.237 18.058 1.084 1.248
70 24.284 - 1.112 15.576 1.132 1.308 15.572 1.138 1.323
75 21.161 1.037 1.152 13.570 1.186 1.384 13.567 1.194 1.403
80 18.603 1.075 1.191 11.928 1.242 1.463 11.925 1.253 1.486
85 16.483 1.109 1.231 10.567 1.301 1.545 10.564 1.315 1.573
90 14.705 1.143 1.270 9.426 1.362 1.632 9.423 1.379 1.664
95 13.200 1.176 1.309 8.460 1.426 1.722 8.458 1.446 1.760
100 11.914 1.208 1.350 7.636 1.492 1.817 7.634 1.516 1.861
Tabelle D.8: Tragreserven numerisch, RB 0, SHELL3n
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50 - - - 1.040 - 1.040
55 - - - 1.092 - 1.092
60 - 1.026 1.030 1.148 1.030 1.148
65 - 1.074 1.071 1.207 1.071 1.207
70 1.010 1.125 1.115 1.270 1.115 1.270
75 1.037 1.174 1.161 1.335 1.162 1.336
80 1.077 1.226 1.210 1.404 1.211 1.406
85 1.117 1.276 1.261 1.476 1.262 1.478
90 1.159 1.328 1.314 1.551 1.316 1.554
95 1.199 1.381 1.370 1.628 1.372 1.632
100 1.242 1.432 1.427 1.709 1.429 x
Tabelle D.9: Tragreserven numerisch, RB c(α)a, SHELL9n














50 - - - 1.045 - 1.046
55 - - - 1.109 - 1.111
60 - 1.025 1.034 1.179 1.034 1.181
65 - 1.078 1.085 1.253 1.086 1.256
70 - 1.133 1.139 1.332 1.141 1.336
75 1.038 1.189 1.197 1.415 1.200 1.421
80 1.082 1.246 1.258 1.503 1.262 1.510
85 1.127 1.304 1.323 1.596 1.327 1.604
90 1.173 1.363 1.390 1.693 1.396 1.703
95 1.219 1.422 1.461 1.794 1.467 1.806
100 1.266 1.482 1.534 1.900 1.542 1.914
Tabelle D.10: Tragreserven numerisch, RB c(α)a, SHELL3n
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50 - - - 1.074 - 1.072
55 - - - 1.167 - 1.165
60 - 1.031 1.055 1.268 1.053 1.266
65 - 1.087 1.129 1.378 1.127 x
70 1.010 1.145 1.208 1.498 1.207 x
75 1.043 1.205 1.294 1.625 1.292 x
80 1.090 1.266 1.385 1.762 1.383 x
85 1.137 1.329 1.481 1.909 x x
90 1.186 1.394 1.584 2.065 x x
95 1.235 1.459 1.693 2.232 x x
100 1.287 1.527 1.808 2.411 x x
Tabelle D.11: Tragreserven numerisch, RB c(α)b, SHELL9n














50 - - - 1.088 - 1.089
55 - - - 1.213 - 1.213
60 - 1.029 1.065 1.349 1.065 1.351
65 - 1.092 1.164 1.499 1.164 1.501
70 - 1.158 1.271 1.661 1.272 1.664
75 1.045 1.227 1.386 1.837 1.387 1.840
80 1.097 1.299 1.509 2.027 1.511 2.031
85 1.151 1.373 1.642 2.231 1.644 2.236
90 1.207 1.449 1.783 2.451 1.786 2.456
95 1.265 1.528 1.934 2.686 1.937 2.693
100 1.324 1.610 2.094 2.939 2.098 2.946
Tabelle D.12: Tragreserven numerisch, RB c(α)b, SHELL3n
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D.2 Lineare Stabilita¨tsanalyse - Schalenseg-
ment
In den folgenden Tabellen sind sa¨mtliche Ergebnisse der linearen Stabili-
ta¨tsanalysen aus Abschn. 4.5 aufgefu¨hrt. Neben den zu den 3 niedrigsten
Eigenwerten geho¨renden kritischen Lastparametern werden die Formen der
zugeho¨rigen Eigenformen angegeben. Mit x wird dabei die aus der Ansicht
der Eigenform ermittelte Anzahl der Beulhalbwellen in La¨ngsrichtung, mit
o der Beulhalbwellen in Umfangsrichtung gekennzeichnet. Zusa¨tzlich wurde
das Produkt aus Lastvektor F und Singula¨rvektor Φc im kleinsten kritischen
Punkt berechnet.
KS λcl,1 = λ
c λcl,2/λ
c λcl,3/λ
c F TΦc (||Φc|| = 1.0)
1 RB P1 189.310 x 1.534 xx 2.639 xxx 3.548e-5
RB P2 255.120 x 1.296 xx 2.194 xxx 7.349e-3
RB F1 401.780 xx 1.352 xxx 1.615 x -3.071e-10
RB F2 334.060 xx 1.010 x 1.538 xxx 6.099e-9
RB F3 399.900 xx 1.165 x 1.548 xxx 2.391e-10
2 190.280 x 1.531 xx 2.630 xxx 7.095e-5
251.020 x 1.308 xx 2.200 xxx 1.443e-2
401.580 xx 1.344 xxx 1.594 x 4.861e-11
337.770 xx 1.025 x 1.526 xxx 6.571e-10
403.100 xx 1.174 x 1.541 xxx -1.871e-10
3 191.880 x 1.527 xx 2.616 xxx 1.064e-4
245.850 x 1.323 xx 2.202 xxx 2.107e-2
401.400 xx 1.332 xxx 1.563 x 4.958e-11
343.930 xx 1.049 x 1.507 xxx 2.260e-10
408.450 xx 1.189 x 1.530 xxx -1.232e-10
4 194.110 x 1.521 xx 2.596 xxx 1.418e-4
241.100 x 1.337 xx 2.197 xxx -2.726e-2
401.420 xx 1.315 xxx 1.527 x -1.197e-10
352.520 xx 1.082 x 1.4817 xxx 1.183e-10
415.970 xx 1.208 x 1.517 xxx -2.431e-10
5 196.970 x 1.514 xx 2.572 xxx 1.771e-4
237.880 x 1.347 xx 2.179 xxx -3.330e-2
401.860 xx 1.294 xxx 1.491 x -7.765e-11
363.510 xx 1.122 x 1.452 xxx -1.587e-10
425.680 xx 1.228 x 1.503 xxx -1.588e-10
6 200.450 x 1.506 xx 2.543 xxx 2.123e-4
236.790 x 1.350 xx 2.148 xxx 3.852e-2
402.930 xx 1.269 x 1.457 xxx 1.809e-11
376.870 xx 1.168 x 1.420 xxx -6.331e-11
437.610 xx 1.248 x 1.492 xxx -3.891e-10
Tabelle D.13: Lineare Stabilita¨tsanalyse - Beullasten KS = 1−6, Modell M2
206
KS λcl,1 = λ
c λcl,2/λ
c λcl,3/λ
c F TΦc (||Φc|| = 1.0)
7 RB P1 204.530 x 1.496 xx 2.511 xxx 2.474e-4
RB P2 238.090 x 1.346 xx 2.105 xxx 4.379e-2
RB F1 404.850 xx 1.242 x 1.426 xxx 5.321e-10
RB F2 392.540 xx 1.216 x 1.390 xxx 6.518e-10
RB F3 451.780 xx 1.261 xxx 1.488 x -3.608e-10
8 209.200 x 1.486 xx 2.476 xxx 2.824e-4
241.790 x 1.338 xx 2.052 xxx 4.892e-2
407.780 xx 1.215 x 1.398 xxx 1.168e-9
410.510 xx 1.253 x 1.373 xxx 2.524e-9
468.200 xx 1.263 xxx 1.496 x -4.140e-10
9 214.450 x 1.475 xx 2.439 xxx 3.173e-4
247.820 x 1.325 xx 1.990 xxx 5.399e-2
411.870 xx 1.189 x 1.371 xxx -7.927e-9
430.730 xx 1.256 xxx 1.392 x 1.467e-8
486.870 xx 1.253 xxx 1.517 x 6.452e-10
10 220.260 x 1.464 xx 2.401 xxx 3.520e-4
256.070 x 1.308 xx 1.924 xxx 5.903e-2
417.210 xx 1.165 x 1.346 xxx -5.008e-8
453.160 xx 1.230 xxx 1.442 x 2.340e-9
507.790 xx 1.233 xxx 1.549 x -2.835e-10
11 226.610 x 1.453 xx 2.362 xxx 3.865e-4
266.400 x 1.290 xx 1.854 xxx 6.408e-2
423.890 xx 1.143 x 1.3216 xxx 1.118e-7
477.760 xx 1.195 xxx 1.501 x 4.599e-10
530.940 xx 1.208 xxx 1.587 x -7.133e-11
12 233.470 x 1.441 xx 2.322 xxx 4.209e-4
278.700 x 1.270 xx 1.784 xxx -6.916e-2
431.960 xx 1.123 x 1.298 xxx 2.724e-7
504.500 xx 1.159 xxx 1.562 x -9.486e-11
556.320 xx 1.178 xxx 1.628 x 6.938e-12
13 240.840 x 1.430 xx 2.283 xxx -4.550e-4
292.870 x 1.251 xx 1.715 xxx 7.429e-2
441.440 xx 1.106 x 1.274 xxx 2.570e-7
533.320 xx 1.123 xxx 1.554 xxxx 1.886e-11
583.900 xx 1.148 xxx 1.628 xxxx -1.524e-12
14 248.670 x 1.419 xx 2.244 xxx -4.888e-4
308.820 x 1.231 xx 1.648 xxx -7.948e-2
452.340 xx 1.090 x 1.252 xxx 2.861e-7
564.170 xx 1.088 xxx 1.487 xxxx -4.889e-11
613.640 xx 1.117 xxx 1.562 xxxx 9.175e-12
15 256.960 x 1.408 xx 2.207 xxx 5.224e-4
326.470 x 1.212 xx 1.583 xxx 8.475e-2
464.690 xx 1.076 x 1.229 xxx 1.496e-7
596.970 xx 1.055 xxx 1.423 xxxx 2.588e-10
645.500 xx 1.086 xxx 1.498 xxxx 4.978e-11
Tabelle D.14: Lineare Stabilita¨tsanalyse-Beullasten KS = 7− 15, Modell M2
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KS λcl,1 = λ
c λcl,2/λ
c λcl,3/λ
c F TΦc (||Φc|| = 1.0)
16 RB P1 265.670 x 1.398 xx 2.171 xxx 5.557e-4
RB P2 345.770 x 1.194 xx 1.522 xxx 9.009e-2
RB F1 478.480 xx 1.064 x 1.208 xxx 1.066e-7
RB F2 631.630 xx 1.023 xxx 1.363 xxxx 3.307e-10
RB F3 679.410 xx 1.056 xxx 1.437 xxxx 5.063e-9
17 274.770 x 1.388 xx 2.137 xxx -5.886e-4
366.650 x 1.178 xx 1.465 xxx 9.553e-2
493.710 xx 1.053 x 1.187 xxx -1.015e-7
663.430 xxx 1.007 xx 1.317 xxxx -7.836e-2
715.300 xx 1.028 xxx 1.380 xxxx -3.568e-8
18 284.240 x 1.379 xx 2.105 xxx 6.212e-4
389.060 x 1.162 xx 1.411 xxx -1.011e-1
510.370 xx 1.043 x 1.167 xxx 1.377e-7
681.690 xxx 1.036 xx 1.301 xxxx -8.141e-2
753.050 xx 1.001 xxx 1.326 xxxx 9.059e-8
19 294.060 x 1.371 xx 2.075 xxx 6.533e-4
412.960 x 1.148 xx 1.361 xxx -1.067e-1
528.460 xx 1.033 x 1.148 xxx -1.294e-7
700.820 xxx 1.063 xx 1.287 xxxx -8.460e-2
772.990 xxx 1.025 xx 1.308 xxxx 3.136e-2
20 304.190 x 1.363 xx 2.047 xxx 6.850e-4
438.280 x 1.135 xx 1.315 xxx 1.125e-1
547.970 xx 1.024 x 1.130 xxx 2.141e-7
720.800 xxx 1.088 xx 1.275 xxxx -8.793e-2
793.250 xxx 1.051 xx 1.291 xxxx 3.368e-2
21 314.610 x 1.355 xx 2.021 xxx 7.162e-4
464.980 x 1.124 xx 1.273 xxx 1.184e-1
568.910 xx 1.015 x 1.114 xxx -2.707e-7
741.640 xxx 1.110 xx 1.266 xxxx -9.137e-2
814.470 xxx 1.075 xx 1.276 xxxx 3.599e-2
22 325.290 x 1.349 xx 1.998 xxx 7.469e-4
492.960 x 1.113 xx 1.234 xxx 1.244e-1
591.250 xx 1.005 x 1.099 xxx -1.154e-7
763.330 xxx 1.127 xx 1.261 xxxx -9.492e-2
836.640 xxx 1.097 xx 1.263 xxxx 3.831e-2
23 336.220 x 1.342 xx 1.977 xxx 7.770e-4
522.150 x 1.105 xx 1.199 xxx 1.305e-1
612.260 x 1.004 xx 1.091 xxx 1.305e-1
785.870 xxx 1.136 xxxx 1.264 xxxx 9.857e-2
859.760 xxx 1.115 xx 1.253 xxxx 4.063e-2
24 347.370 x 1.337 xx 1.958 xxx 8.065e-4
552.410 x 1.098 xx 1.168 xxx 1.368e-1
630.850 x 1.015 xx 1.090 xxx 1.352e-1
809.250 xxx 1.138 xxxx 1.275 xxxx -1.023e-1
883.820 xxx 1.128 xx 1.248 xxxx 4.298e-2
Tabelle D.15: Lineare Stabilita¨tsanalyse-BeullastenKS = 16−24, Modell M2
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KS λcl,1 = λ
c λcl,2/λ
c λcl,3/λ
c F TΦc (||Φc|| = 1.0)
25 RB P1 358.710 x 1.331 xx 1.941 xxx 8.353e-4
RB P2 583.560 x 1.092 xx 1.141 xxx 1.433e-1
RB F1 649.990 x 1.026 xx 1.092 xxx 1.395e-1
RB F2 833.460 xxx 1.133 xxxx 1.291 xxxx 1.062e-1
RB F3 908.810 xxx 1.134 xxxx 1.251 xxxx 4.535e-2
26 370.240 x 1.326 xx 1.927 xxx 8.634e-4
615.330 x 1.088 xx 1.118 xxx 1.497e-1
669.680 x 1.037 xx 1.096 xxx -1.432e-1
858.490 xxx 1.124 xxxx 1.305 oooooo 1.110e-1
934.720 xxx 1.133 xxxx 1.260 xxxx 4.775e-2
27 381.930 x 1.322 xx 1.914 xxx 8.907e-4
647.310 x 1.087 xx 1.101 xxx -1.561e-1
689.940 x 1.049 xx 1.101 xxx -1.463e-1
884.320 xxx 1.113 xxxx 1.285 oooooo 1.114e-1
961.520 xxx 1.126 xxxx 1.274 xxxx 5.020e-2
28 393.760 x 1.318 xx 1.903 xxx 9.171e-4
679.020 x 1.088 xx 1.089 xxx -1.619e-1
710.820 x 1.061 xx 1.108 xxx 1.488e-1
910.930 xxx 1.101 xxxx 1.265 oooooo 1.183e-1
989.210 xxx 1.116 xxxx 1.290 xx 5.270e-2
29 405.730 x 1.314 xx 1.894 xxx 9.428e-4
709.960 x 1.084 xxx 1.092 xx -1.667e-1
732.390 x 1.072 xx 1.116 xxx 1.508e-1
938.310 xxx 1.089 xxxx 1.247 oooooo -1.225e-1
1017.800 xxx 1.104 xxxx 1.307 xx 5.525e-2
30 417.830 x 1.310 xx 1.886 xxx 9.675e-4
739.910 x 1.084 xxx 1.098 xx -1.696e-1
754.700 x 1.083 xx 1.124 xxx -1.523e-1
966.430 xxx 1.077 xxxx 1.228 oooooo 1.269e-1
1047.100 xxx 1.092 xxxx 1.324 xx 5.787e-2
Tabelle D.16: Lineare Stabilita¨tsanalyse-BeullastenKS = 25−30, Modell M2
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D.3 Nachbeulanalyse - Schalensegment
Fu¨r die allseitig gelenkig gelagerten Schalensegmente - RB P1 und RB P2
- erfolgten Nachbeuluntersuchungen. Die berechneten Nachbeulparameter λ´
und ´´λ fu¨r RB P1 enthalten Tab. D.17 - Tab. D.19. Daneben sind die zur Be-
rechnung beno¨tigten nicht vektoriellen Koeffizienten A, B, C usw. aufgefu¨hrt.
Fu¨r Schalensegmente ab KS = 16 konnte lediglich λ´ zuverla¨ssig bestimmt
werden.
Fu¨r RB P2 sind die Ergebnisse in Tab. D.20 zu finden. Hier wurde sich von
vornherein auf die Ermittlung von λ´ beschra¨nkt. Da die Gro¨ßen λ´ bzw. ´´λ un-
mittelbar abha¨ngig von der gewa¨hlten Normierung sind, ist in den Tabellen
ebenfalls der konkrete Wert fu¨r den Parameter α aufgefu¨hrt. Unterschiedliche
Vorzeichen fu¨r A, C und α in Tab. D.20 sind in verschiedenen Richtungen
fu¨r Φc begru¨ndet.
























Tabelle D.17: Nachbeulanalyse, Modell M1, RB P1, KS = 1− 5
210












































Tabelle D.18: Nachbeulanalyse, Modell M1, RB P1, KS = 6− 15
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KS A B C λ´ α
16 0.044752 -0.003360 8.2159e-7 95.125 14.283
17 0.045730 -0.003356 8.4247e-7 98.119 14.402
18 0.046473 -0.003353 8.6051e-7 100.690 14.529
19 0.046992 -0.003350 8.7595e-7 102.840 14.664
20 0.047302 -0.003348 8.8900e-7 104.580 14.807
21 0.047419 -0.003347 8.9991e-7 105.940 14.957
22 0.047359 -0.003347 9.0884e-7 106.930 15.115
23 0.047141 -0.003348 9.1596e-7 107.580 15.279
24 0.046781 -0.003349 9.2143e-7 107.910 15.450
25 0.046290 -0.003351 9.2539e-7 107.940 15.627
26 0.045697 -0.003354 9.2795e-7 107.700 15.809
27 0.045003 -0.003357 9.2920e-7 107.210 15.997
28 0.044224 -0.003361 9.2924e-7 106.510 16.189
29 0.043371 -0.003365 9.2814e-7 105.590 16.385
30 0.042453 -0.003369 9.2597e-7 104.490 16.585
Tabelle D.19: Nachbeulanalyse, Modell M1, RB P1, KS = 16− 30
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KS A B C λ´ α
1 -0.006966 -0.004301 -2.7476e-5 16.924 -20.896
2 -0.014273 -0.004310 -5.3683e-5 34.564 -20.875
3 -0.022136 -0.004339 -7.7724e-5 53.177 -20.845
4 0.030613 -0.004396 9.9182e-5 72.450 20.810
5 0.039641 -0.004488 1.1799e-4 91.750 20.775
6 -0.04911 -0.004611 -1.3427e-4 110.450 -20.740
7 -0.05889 -0.004759 -1.4818e-4 128.140 -20.707
8 -0.06889 -0.004923 -1.5989e-4 144.650 -20.676
9 -0.07901 -0.005098 -1.6958e-4 160.000 -20.645
10 -0.08921 -0.005274 -1.7741e-4 174.340 -20.615
11 -0.09943 -0.005449 -1.8358e-4 187.820 -20.584
12 0.10966 -0.005617 1.8827e-4 200.620 20.551
13 -0.11989 -0.005777 -1.9168e-4 212.890 -20.514
14 0.13013 -0.005927 1.9399e-4 224.750 20.474
15 -0.14038 -0.006068 -1.9537e-4 236.290 -20.427
16 -0.15070 -0.006199 -1.9598e-4 247.600 -20.373
17 -0.16112 -0.006324 -1.9598e-4 258.720 -20.309
18 0.17175 -0.006442 1.9547e-4 269.700 20.231
19 0.18270 -0.006556 1.9459e-4 280.580 20.137
20 -0.19418 -0.006672 -1.9341e-4 291.370 -20.022
21 -0.20646 -0.006793 -1.9204e-4 302.120 -19.880
22 -0.22004 -0.006928 -1.9055e-4 312.850 -19.701
23 -0.23567 -0.007092 -1.8901e-4 323.580 -19.476
24 -0.25464 -0.007308 -1.8750e-4 334.300 -19.188
25 -0.27917 -0.007616 -1.8607e-4 344.920 -18.818
26 -0.31313 -0.008089 -1.8477e-4 355.050 -18.345
27 0.36287 -0.008859 1.8355e-4 363.520 17.751
28 0.43710 -0.010128 1.8219e-4 367.800 17.044
29 0.54257 -0.012126 1.8016e-4 364.380 16.287
30 0.67398 -0.014941 1.7681e-4 351.500 15.584
Tabelle D.20: Nachbeulanalyse, Modell M1, RB P2, KS = 1− 30
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Approximation Pfadwechsel
KS λNB/λc wNB λNB/λc wNB
1 0.998 -0.122 0.992 -0.101
2 0.991 -0.243 0.981 -0.222
3 0.979 -0.364 0.969 -0.354
4 0.964 -0.481 0.954 -0.459
5 0.945 -0.595 0.934 -0.586
6 0.924 -0.704 0.912 -0.712
7 0.901 -0.805 0.886 -0.837
8 0.879 -0.897 0.857 -0.961
9 0.857 -0.977 0.827 -1.086
10 0.838 -1.043 0.795 -1.210
11 0.822 -1.094 0.762 -1.334
12 0.809 -1.129 0.728 -1.480
13 0.755 -1.414 0.694 -1.603
14 0.742 -1.460 0.659 -1.725
15 0.735 -1.487 0.625 -1.869
16 - - 0.591 -2.012
17 - - 0.558 -2.153
18 - - 0.525 -2.316
19 - - 0.494 -2.453
20 - - 0.463 -2.611
21 - - 0.433 -2.766
22 - - 0.404 -2.939
23 - - 0.377 -3.108
24 - - 0.350 -3.294
25 - - 0.324 -3.475
26 - - 0.300 -3.670
27 - - 0.276 -3.884
28 - - 0.254 -4.088
29 - - 0.232 -4.283
30 - - - -
Tabelle D.21: Nachbeulminima, Modell M1, RB P1
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